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Àííîòàöèÿ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî ïåðå÷èñëåíèþ ýëåìåíòàðíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ:
êîðòåæåé, ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé, ñî÷åòàíèé è ðàçáèåíèé. Ïðåäëàãàåòñÿ
õðàíèòü ýòè îáúåêòû â âèäå öåëî÷èñëåííûõ ìàññèâîâ è ïåðå÷èñëÿòü â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñïîñîáà ïåðåáîðà: ðåêóðñèâíûé
è íåðåêóðñèâíûé. Óïðàæíåíèÿ íà ïðîãðàììèðîâàíèå îôîðìëåíû êàê îïèñà-
íèÿ ôóíêöèé íà ÿçûêå C.
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0 Ââåäåíèå

Äëÿ áîëüøèíñòâà ïåðåáîðíûõ çàäà÷ ïîëíûé ïåðåáîð íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ýô-
ôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ. Çà÷åì æå åãî èçó÷àòü? Ïðåæäå âñåãî, ïîëíûé
ïåðåáîð ãîäèòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçìåðû çàäà÷è ìàëû, à íà ðàçðàáîòêó
áîëåå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà íå õî÷åòñÿ òðàòèòü ñèëû. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì
ïîëíîãî ïåðåáîðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè òåñòèðîâàíèè áîëåå ýôôåêòèâíûõ
àëãîðèòìîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü â ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Íàêîíåö, èçó÷åíèå ïîëíîãî ïåðåáîðà ïîìîãàåò
îñâîèòü ýëåìåíòàðíóþ êîìáèíàòîðèêó è íåêîòîðûå ïðè¼ìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(ðàáîòó ñ ìàññèâàìè è ðåêóðñèþ).

Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà ïîëíîãî ïåðåáîðà: ðåêóðñèâíûé è íåêóðñèâíûé.
Ðåêóðñèâíûé ïîëíûé ïåðåáîð âàæåí èç-çà òîãî, ÷òî äîâîëüíî ÷àñòî åãî

ìîæíî ïåðåäåëàòü â ïåðåáîð ñ îòñå÷åíèåì ëèøíèõ âåòâåé (¾ìåòîä âåòâåé è
ãðàíèö¿).

Èäåÿ íåðåêóðñèâíîãî ïîëíîãî ïåðåáîðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èç êàæäî-
ãî îáúåêòà ïåðåáèðàåìîãî ìíîæåñòâà ñîçäàâàòü êàêîé-òî ñëåäóþùèé îáúåêò,
ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ìû áóäåì õðàíèòü ïåðåáèðàåìûå îáúåêòû êàê êîðòåæè
(óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû) öåëûõ ÷èñåë, à â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî îáúåêòà áðàòü
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèé. Íåðåêóðñèâíûé ñïîñîá ïåðåáîðà çàìå÷àòåëåí
òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî îòäåëèòü ïîðîæäåíèå ïåðåáèðàåìûõ îáúåêòîâ îò èõ
èñïîëüçîâàíèÿ.

Äàííîå ïîñîáèå äîâîëüíî áëèçêî ïî ñìûñëó ê ïåðâîé ãëàâå êíèãè [4], íî
ñîäåðæèò íå ãîòîâûå àëãîðèòìû, à óïðàæíåíèÿ è ïîäñêàçêè ê èõ ðåøåíèþ.
Áîëüøàÿ ÷àñòü óïðàæíåíèé ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå îïèñàíèé ôóíêöèé íà
ÿçûêå C (ñì. [5]). ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ íàïèñàòü ýòè ôóíêöèè, çàáîòÿñü î
áûñòðîäåéñòâèè è ëàêîíè÷íîñòè. Êðîìå ýòîãî, åñòü óïðàæíåíèÿ íà ïîíèìàíèå
îïðåäåëåíèé, â êîòîðûõ íå òðåáóåòñÿ ñîñòàâëÿòü ïðîãðàììû.

Äëÿ èçó÷åíèÿ îñíîâ êîìáèíàòîðèêè ðåêîìåíäóþòñÿ êíèãè [1], [2], [3].
Îãðîìíóþ ïîìîùü â ñîñòàâëåíèè è àïðîáàöèè óïðàæíåíèé èç ýòîãî ïîñîáèÿ

îêàçàëè ñòóäåíòû ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
Þæíîãî Ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà:

Å. Í. Àíäðþøêèíà,
Ê. Ã. Ìèíàñÿí,
Ò. Ñ. Ñèíÿê.
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1 Ëèíåéíûé ïîðÿäîê

Â ýòîì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ îòíîøåíèåì ëèíåé-
íîãî ïîðÿäêà. Ýòè ïîíÿòèÿ î÷åíü âàæíû äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X íàçûâàþò íåñòðî-
ãèì ïîðÿäêîì (èëè ïðîñòî ïîðÿäêîì), åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

òðàíçèòèâíîñòü: ∀a, b, c ∈ X (aRb ∧ bRc) =⇒ aRc;

àíòèñèììåòðè÷íîñòü: ∀a, b ∈ X (aRb ∧ bRa) =⇒ a = b;

ðåôëåêñèâíîñòü: ∀a ∈ X aRa.

Îïðåäåëåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî âìåñòî ðåôëåêñèâíîñòè
òðåáóåòñÿ

àíòèðåôëåêñèâíîñòü: @a ∈ X aRa.

Íàïðèìåð, îòíîøåíèå < íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì
ïîðÿäêîì, à îòíîøåíèå 6 � íåñòðîãèì.

Ñ êàæäûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì < ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü íåñòðîãèé ïîðÿäîê 6,
îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x 6 y ⇐⇒ x < y ∨ x = y.

Îáðàòíî, åñëè äàí íåñòðîãèé ïîðÿäîê 6, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðîãèé:

x < y ⇐⇒ x 6 y ∧ x 6= y.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñòðîãèé ïîðÿäîê < íà ìíîæåñòâå X íàçûâàþò ëèíåéíûì,
åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

ñðàâíèìîñòü ëþáûõ ýëåìåíòîâ:

∀a, b ∈ X a = b ∨ a < b ∨ b < a.

Ïàðó (X,<) áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, åñëè <

åñòü ëèíåéíûé ñòðîãèé ïîðÿäîê íà X.
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Óïðàæíåíèå 1.1. Íà ìíîæåñòâå Z2, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïàð öåëûõ ÷èñåë, ââåä¼ì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå (¾ïîêîîðäèíàòíîå
ìåíüøå¿):

(x1, x2) < (y1, y2) ⇐⇒ x1 < y1 ∧ x2 < y2.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïîðÿäêîì íà Z2, íî íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ñòðîãèì ïîðÿäêîì íà Z2.

Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà èç òð¼õ ñâîéñòâ: ñðàâíèìîñòü ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ, àíòèñèììåòðè÷íîñòü è àíòèðåôëåêñèâíîñòü, � ðàâíîñèëüíà
ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

ñâîéñòâî òðèõîòîìèè: äëÿ ëþáûõ a, b èç X âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç òð¼õ
óñëîâèé: ëèáî a < b, ëèáî a = b, ëèáî b < a.

Òàêèì îáðàçîì, áèíàðíîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî òðàíçèòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó òðèõî-
òîìèè.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü (X,<) � ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿä-
êà, Y ⊂ X, z ∈ X. Ãîâîðÿò, ÷òî z ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé (èíà÷å ãîâîðÿ,
ìàæîðàíòîé) ìíîæåñòâà Y, åñëè äëÿ ëþáîãî y èç Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
y 6 z. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íèæíèå ãðàíèöû (ìèíîðàíòû).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü (X,<) � ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà,
Y ⊂ X. Ýëåìåíò z íàçûâàþò íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y, åñëè îí
ïðèíàäëåæèò Y è ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé Y. Ýëåìåíò z íàçûâàþò íàèìåíüøèì
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y, åñëè îí ïðèíàäëåæèò Y è ÿâëÿåòñÿ ìèíîðàíòîé Y.

Óïðàæíåíèå 1.3. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà <,
Y ⊂ X. Åñëè y1 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò Y è y2 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò Y, òî
y1 = y2. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

Óïðàæíåíèå 1.4. Ïóñòü (X,<) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, m è
M � äâà íîâûõ ýëåìåíòà, êîòîðûõ íåò âî ìíîæåñòâå X, X̄ = X ∪ {m,M}, è
îòíîøåíèå ≺ îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå X̄ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

x ≺ y ⇐⇒ (x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ x < y) ∨

∨ (x = m ∧ y ∈ X) ∨

∨ (x ∈ X ∧ y = M) ∨

∨ (x = m ∧ y = M).
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Äîêàçàòü, ÷òî ≺ åñòü ñòðîãèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå X̄. Ïðè ýòîì m

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â X̄, à M � íàèáîëüøèì.

Êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â óïðàæíåíèè 1.4, îñîáåííî ÷àñòî ïðèìåíÿþò â
ñëó÷àÿõ X = Z, X = Q è X = R. Ïðè ýòîì ðàñøèðåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà
îáîçíà÷àþò òåì æå ñèìâîëîì <, ÷òî è ïðåæíåå, à äëÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ m è
M èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ −∞ è +∞, ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ìû áóäåì ÷àñòî ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Z. Áóäåì
âñåãäà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z è âñå åãî ïîäìíîæåñòâà ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà <. Äàëåå, äëÿ ëþáûõ a, b èç Z áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

[a, b)Z = {x ∈ Z : a 6 x < b},

[a, b]Z = {x ∈ Z : a 6 x 6 b}.

Óïðàæíåíèå 1.5. Äëÿ ìíîæåñòâà Y îïèñàòü âñå ìàæîðàíòû è ìèíîðàíòû â
óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå X:
1) X = Z, Y = {3, 5, 6, 9};
2) X = Z, Y = Z;
3) X = Z, Y = ∅;
4) X = Q, Y = {r ∈ Q : 3 < r < 5};
5) X = Y = Z ∪ {−∞,+∞};
6) X = Z ∪ {−∞,+∞}, Y = ∅;
7) X = [0, 100]Z, Y = {3, 5, 6, 9};
8) X = [0, 100]Z, Y = ∅.

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ìàæîðàíòàõ è ìèíîðàíòàõ ïóñòîãî ìíîæåñòâà.

Óïðàæíåíèå 1.6. Ïóñòü (X,<) � óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Êàêèå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà X áóäóò ìàæîðàíòàìè ïóñòîãî ìíîæåñòâà? Êàêèå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà X áóäóò ìèíîðàíòàìè ïóñòîãî ìíîæåñòâà?

Óïðàæíåíèå 1.7. Äëÿ êàæäîãî Y èç óïðàæíåíèÿ 1.5 íàéòè íàèáîëüøèé è
íàèìåíüøèé ýëåìåíòû ëèáî äîêàçàòü èõ îòñóòñòâèå.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü (X,<) � ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿä-
êà, Y ⊂ X, z ∈ X. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò z åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà (èëè
ñóïðåìóì) ìíîæåñòâà Y, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì âî ìíîæå-
ñòâå âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâà Y. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò z åñòü òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíèöà (èëè èíôèìóì) ìíîæåñòâà Y, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì
ýëåìåíòîì âî ìíîæåñòâå âñåõ íèæíèõ ãðàíèö ìíîæåñòâà Y.
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Èç ðåçóëüòàòà óïðàæíåíèÿ 1.3 ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ñóïðåìóìà â ñëó÷àå
åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (àíàëîãè÷íî äëÿ èíôèìóìà).

Óïðàæíåíèå 1.8. Ïóñòü (X,<) � ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà,
Y ⊂ X, z ∈ X. Äîêàçàòü, ÷òî z ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì Y òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) y 6 z äëÿ ëþáîãî y ∈ Y;
2) äëÿ ëþáîãî z ′ èç X, òàêîãî ÷òî z ′ < z, ñóùåñòâóåò òàêîé y, ÷òî y ∈ Y è

z ′ < y.

Óïðàæíåíèå 1.9. Ïóñòü (X,<) � ìíîæåñòâî ñ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà,
Y ⊂ X, è â Y åñòü íàèáîëüøèé ýëåìåíò y. Äîêàçàòü, ÷òî y åñòü ñóïðåìóì
ìíîæåñòâà Y â X.

Óïðàæíåíèå 1.10. Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ Y íàéòè åãî ñóïðå-
ìóì è èíôèìóì (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå X:
1) X = Z, Y = {3, 5, 6, 9};
2) X = [0, 100]Z, Y = {3, 5, 6, 9};
3) X = Z, Y = Z;
4) X = Z, Y = ∅;
5) X = [0, 100]Z, Y = ∅;
6) X = Q, Y = {r ∈ Q : 3 < r < 5};
7) X = Y = Z ∪ {−∞,+∞}.

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ñóïðåìóìå è èíôèìóìå ïóñòîãî ìíîæåñòâà.

Óïðàæíåíèå 1.11. Ïóñòü (X,<) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, m �
åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Äîêàçàòü, ÷òî ñóïðåìóì ïóñòîãî ìíîæåñòâà â óïîðÿ-
äî÷åííîì ìíîæåñòâå (X,<) ðàâåí m.

Óïðàæíåíèå 1.12. Ïóñòü (X,<) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êî-
òîðîì íå ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà. Äîêàçàòü, ÷òî ñóïðåìóì ïóñòîãî
ìíîæåñòâà â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (X,<) íå ñóùåñòâóåò.

Óïðàæíåíèå 1.13. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ èíôèìóìà
ïóñòîãî ìíîæåñòâà, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿì èç óïðàæíåíèé 1.11 è 1.12.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü (X,<) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî; a, b ∈
X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî b ñëåäóåò çà a âî ìíîæåñòâå X îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
<, åñëè a < b è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî c ∈ X, ÷òî a < c è c < b.
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Óïðàæíåíèå 1.14. Äîêàçàòü, ÷òî â X íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà, ñëåäóþùåãî
çà a:
1) X = [0, 10]Z, a = 10;
2) X = Q, a = 3.

Óïðàæíåíèå 1.15. Ïóñòü (X,<) � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, a ∈ X.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñëåäóþùèé çà a ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåí.

Óïðàæíåíèå 1.16. Äàíî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X è ýëåìåíò a

èç X. Íàéòè â X ýëåìåíò b, ñëåäóþùèé çà a:
1) X = Z, a = 6;
2) X = 2Z = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}, a = 6;
3) X = 3Z = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .}, a = 6;
4) X � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, a = 23.
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2 Ïðîñòåéøèå ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè

Áîëüøèíñòâî ôóíêöèé, îïèñàííûõ â ýòîì ïàðàãðàôå, èñïîëüçóåòñÿ äàëåå
ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷.

Åñëè ñðåäè ïàðàìåòðîâ ïðèñóòñòâóþò ìàññèâ a è ÷èñëî n, òî ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ, ÷òî n � äëèíà (÷èñëî ýëåìåíòîâ) ìàññèâà a. Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
n > 0.

×åðåç Zn îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ)
äëèíû n, ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Íóìåðàöèþ ýëåìåí-
òîâ êîðòåæà áóäåì íà÷èíàòü ñ íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Zn

èìåþò âèä a = (a0, a1, . . . , an−1), ãäå a0, a1, . . . , an−1 ∈ Z. Êîðòåæè a è b èç
Zn ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ai = bi äëÿ ëþáîãî i èç [0, n)Z.

Êàæäîå ñîñòîÿíèå ìàññèâà äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè òèïà int åñòü öåëî-
÷èñëåííûé êîðòåæ äëèíû n, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
[INT_MIN, INT_MAX]Z. Çäåñü INT_MIN � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïåðå-
ìåííîé òèïà int; INT_MAX � íàèáîëüøåå. Íàïðèìåð, åñëè íà õðàíåíèå ïåðå-
ìåííûõ òèïà int îòâîäèòñÿ ïî 32 áèòà, ò. å. sizeof(int) ðàâíî 4, òî INT_MAX

ðàâíî 231 − 1 = 2147483647, à INT_MIN ðàâíî −231 = −2147836648.
Ìû áóäåì ÷àñòî îòîæäåñòâëÿòü ìàññèâû è çàïèñàííûå â íèõ êîðòåæè.
Íàïîìíèì, ÷òî â ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêå ââîäà-âûâîäà ÿçûêà C, êîòîðàÿ

èìååò çàãîëîâî÷íûé ôàéë <stdio.h>, ñòàíäàðòíûé âûõîäíîé ïîòîê îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç stdout. Îáû÷íî âûâîä â stdout îçíà÷àåò âûâîä íà ýêðàí (â
òåðìèíàë ïîëüçîâàòåëÿ). Äëÿ âûâîäà â stdout ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
printf.

Âîò îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè.
×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ íàïèñàòü ýòè ôóíêöèè è ïðîòåñòèðîâàòü èõ ðàáîòó.

void output_array(const int *a, int n)

Âûâîäèò ýëåìåíòû ìàññèâà a â stdout, ðàçäåëÿÿ ïðîáåëàìè. Ïîñëå ïî-
ñëåäíåãî ýëåìåíòà âûâîäèò ñèìâîë ïåðåõîäà íà íîâóþ ñòðîêó.

void fill_array(int *a, int n, int x)

Çàïîëíÿåò ìàññèâ a äëèíû n çíà÷åíèåì x, ò. å. çàïèñûâàåò â ìàññèâ a

êîðòåæ a èç Zn, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî ðàâåí x.
Çàìåòèì, ÷òî àäðåñíàÿ àðèôìåòèêà ÿçûêà C ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ýòó ïðîöåäóðó äëÿ çàïîëíåíèÿ ÷àñòè ìàññèâà. Íàïðèìåð, åñëè â ìàñ-
ñèâå a áûë çàïèñàí êîðòåæ (7, 7, 7, 7, 7, 7), òî ïîñëå âûçîâà ïðîöåäóðû
fill_array(a+2,3,8) â ìàññèâå a áóäåò çàïèñàí êîðòåæ (7, 7, 8, 8, 8, 7).



ñòð. 9 èç 30

void fill_array_ident(int *a, int n)

Çàïèñûâàåò â ìàññèâ a äëèíû n êîðòåæ a ∈ Zn, â êîòîðîì ai = i äëÿ
êàæäîãî i èç [0, n)Z.
Ïðèìåð: äëÿ n = 4 ïîëó÷èòñÿ a = (0, 1, 2, 3).

void reverse(int *a, int n)

¾Ïåðåâîðà÷èâàåò¿ ìàññèâ a äëèíû n.
Ïðèìåð: äåëàåò èç ìàññèâà 2,7,1,4,5 ìàññèâ 5,4,1,7,2.
Çàìåòèì, ÷òî àäðåñíàÿ àðèôìåòèêà ÿçûêà C ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòó
ïðîöåäóðó äëÿ ïåðåâîðà÷èâàíèÿ ÷àñòè ìàññèâà.
Ïðèìåð: åñëè â ìàññèâå a áûë çàïèñàí êîðòåæ (3, 4, 5, 6, 7, 8), òî ïîñëå
âûçîâà reverse(a+2,3) â ìàññèâå a áóäåò çàïèñàí êîðòåæ (3, 4, 7, 6, 5, 8).

int maximum(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò êîðòåæà a. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ai >
0 äëÿ êàæäîãî i ∈ [0, n)Z. Åñëè n = 0, òî âîçâðàùàåò −1.

int count_value(const int *a, int n, int v)

Ïîäñ÷èòûâàåò, ñêîëüêî ðàç çíà÷åíèå v ïðèñóòñòâóåò â êîðòåæå a.
Ïðèìåð: äëÿ a = (4, 2,−1, 0, 1,−1) è v = −1 âîçâðàùàåò 2.

Íèæå áóäóò ïåðå÷èñëåíû ôóíêöèè, êîòîðûå íàõîäÿò ñðåäè èíäåêñîâ ìàññè-
âà ñàìûé ïåðâûé ëèáî ñàìûé ïîñëåäíèé èíäåêñ, îáëàäàþùèé êàêèì-òî ñâîé-
ñòâîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî äîëæíû âîçâðàùàòü òàêèå ôóíêöèè, åñëè èí-
äåêñîâ ñ íóæíûì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò? Äðóãèìè ñëîâàìè, êàêèå çíà÷åíèÿ
ñ÷èòàòü ñóïðåìóìîì è èíôèìóìîì ïóñòîãî ìíîæåñòâà? Êàê ìîæíî ïîíÿòü èç
ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé 1.10, 1.11, 1.12 è 1.13, îòâåò çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì
óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå X âåä¼òñÿ ðàññìîòðåíèå. Ìíîæåñòâî X äîëæíî, âî-
ïåðâûõ, ñîäåðæàòü â ñåáå ìíîæåñòâî [0, n)Z, à âî-âòîðûõ, èìåòü íàèáîëüøèé è
íàèìåíüøèé ýëåìåíòû. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
a) X = Z ∪ {−∞,+∞}. Òîãäà sup ∅ = −∞, inf ∅ = +∞. Ýòîò âàðèàíò ìàòå-

ìàòè÷åñêè áåçóïðå÷åí, íî íå ïîäõîäèò íàì èç-çà òîãî, ÷òî ó ïåðåìåííîé
òèïà int íåò ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé −∞ è +∞.

b) X = [0, n)Z. Òîãäà sup ∅ = 0, inf ∅ = n − 1. Ýòîò âàðèàíò ïëîõ òåì,
÷òî sup ∅ ñîâïàäàåò ñ ñóïðåìóìîì ìíîæåñòâà {0}, à inf ∅ � ñ èíôèìóìîì
ìíîæåñòâà {n − 1}, ò. å. äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ òàêèå
æå ðåçóëüòàòû, êàê è äëÿ íåïóñòîãî.

c ) X = [INT_MIN, INT_MAX]Z, ãäå INT_MAX è INT_MAX � íàèìåíüøåå è íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðåìåííàÿ òèïà int. Òîãäà
sup ∅ = INT_MIN, inf ∅ = INT_MAX.



ñòð. 10 èç 30

d) X = [−1, n]Z. Òîãäà sup ∅ = −1, inf ∅ = n.
Õîòÿ âàðèàíò c) âïîëíå ïðèåìëåì, áîëåå óäîáåí äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

âàðèàíò d), êîòîðîìó è áóäåì ñëåäîâàòü. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ïîèñêå íàèìåíü-
øåãî èíäåêñà, îáëàäàþùåãî êàêèì-òî ñâîéñòâîì, åñòåñòâåííî ïðîñìàòðèâàòü
ìàññèâ ñëåâà íàïðàâî, è åñëè ïîäõîäÿùåãî èíäåêñà íå íàéäåíî, òî èíäåêñíàÿ
ïåðåìåííàÿ îñòàíîâèòñÿ íà çíà÷åíèè n. Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîäõîäÿùåãî èíäåê-
ñà íå íàéäåíî ïðè ïðîñìîòðå ìàññèâà ñïðàâà íàëåâî, òî èíäåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ
îñòàíîâèòñÿ íà çíà÷åíèè −1.

int find_first(const int *a, int n, int x)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n è ai = x.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò n.
Ïðèìåðû: äëÿ a = (3, 0, 7, 0, 7, 7) è x = 7 âîçâðàùàåò 2,
äëÿ a = (3, 2, 3, 1) è x = 7 âîçâðàùàåò 4.

int find_first_not(const int *a, int n, int x)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n è ai 6= x.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò n.
Ïðèìåðû: äëÿ a = (3, 3, 3, 3, 1, 3, 0) è x = 3 âîçâðàùàåò 4,
äëÿ a = (2, 2, 2) è x = 2 âîçâðàùàåò 3.

int find_last(const int *a, int n, int x)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n è ai = x.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.
Ïðèìåðû: äëÿ a = (2, 4, 1, 2, 1, 2, 4) è x = 2 âîçâðàùàåò 5,
äëÿ a = (1, 4, 3, 3) è x = 2 âîçâðàùàåò −1.

int find_last_not(const int *a, int n, int x)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n è ai 6= x.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.
Ïðèìåðû: äëÿ a = (3, 0, 3, 3) è x = 3 âîçâðàùàåò 1,
à äëÿ a = (3, 3, 3, 3) è x = 3 âîçâðàùàåò −1.

int find_first_incr(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 1 6 i < n è ai−1 < ai.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò n.
Ïðèìåðû: äëÿ a = (4, 3, 1, 2, 0, 5) âîçâðàùàåò 3,
äëÿ a = (6, 3, 2, 0) âîçâðàùàåò 4.
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int find_first_decr(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 1 6 i < n è ai−1 > ai.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò n.

int find_last_incr(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n − 1 è ai <

ai+1. Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.

int find_last_decr(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n − 1 è ai >

ai+1. Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.
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3 Õðàíåíèå ìíîæåñòâà â áóëåâñêîì ìàññèâå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà S

ìíîæåñòâà [0,m)Z, ãäå ÷èñëî m ïîñòîÿííî. Òàêàÿ çàäà÷à äàëåå áóäåò âîçíè-
êàòü íåîäíîêðàòíî. Íóæíî óìåòü áûñòðî âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè: äî-
áàâëÿòü ýëåìåíòû ê S, óäàëÿòü ýëåìåíòû èç S, ïðîâåðÿòü, ïðèíàäëåæèò ëè
çàäàííûé ýëåìåíò i ìíîæåñòâó S, îáõîäèòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S è âñå
ýëåìåíòû åãî äîïîëíåíèÿ [0,m)Z \ S. Â òàêîé ñèòóàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü
áóëåâñêèé ìàññèâ äëèíû m.

Äëÿ áóëåâñêîãî òèïà è áóëåâñêèõ êîíñòàíò áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ
èç ÿçûêà C++: bool, true, false. Â ÿçûêå C èõ ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð,
òàê:

typedef char bool;

const bool false = 0;

const bool true = 1;

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü b � áóëåâñêèé ìàññèâ äëèíû m, S ⊂ [0,m)Z. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî â áóëåâñêîì ìàññèâå b õðàíèòñÿ ìíîæåñòâî S, åñëè ïðè ëþáîì
k èç [0,m)Z óñëîâèå k ∈ S ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÿ÷åéêà b[k] èìååò çíà÷åíèå
true.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ôóíêöèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî b � ìàññèâ
äëèíû m ñ áóëåâñêèìè ýëåìåíòàìè.

void store_empty_set(bool *b, int m)

Çàïîëíÿåò áóëåâñêèé ìàññèâ b äëèíû m çíà÷åíèåì false. Òàêèì îáðà-
çîì, â êîíöå ðàáîòû ýòîé ïðîöåäóðû â áóëåâñêîì ìàññèâå b õðàíèòñÿ
ìíîæåñòâî ∅.

void store_set(bool *b, int m, const int *a, int n)

Ñîõðàíÿåò â áóëåâñêîì ìàññèâå b ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèñóòñòâóþùèõ
â êîðòåæå a èç [0,m)n

Z. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êîíöå ðàáîòû ýòîé ïðîöåäóðû
áóëåâñêàÿ âåëè÷èíà b[k] ïîêàçûâàåò, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé èíäåêñ i èç
[0, n)Z, ÷òî ai = k.
Ïðèìåð: äëÿ m = 4 è a = (1, 3, 1) â ìàññèâå b áóäåò çàïèñàí áóëåâñêèé
êîðòåæ (false, true, false, true).

void output_set(const bool *b, int m)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, õðàíèìîãî
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ñ ïîìîùüþ ìàññèâà b.
Ïðèìåð: äëÿ b = (true, false, false, true, true) âûâîäèò 0 3 4.

int first_elem(const bool *b, int m)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà, õðàíèìîãî â âèäå áóëåâñêî-
ãî ìàññèâà b. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî, òî âîçâðàùàåò m.
Ïðèìåð: äëÿ b = (false, false, true, false, true, true) âîçâðàùàåò 2.

int first_elem_from(const bool *b, int m, int j)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà S ∩ [j,m)Z, ãäå S � ìíîæå-
ñòâî, õðàíèìîå â ìàññèâå b. Åñëè ìíîæåñòâî S∩ [j,m)Z ïóñòî, òî âîçâðà-
ùàåò m.
Ïðèìåðû: äëÿ b = (true, false, true, false, true) è j = 3 âîçâðàùàåò 4;
äëÿ b = (true, false, true, false, false) è j = 3 âîçâðàùàåò 5.

int first_free(const bool *b, int m)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà [0,m)Z \ S, ãäå S � ìíîæå-
ñòâî, õðàíèìîå ñ ïîìîùüþ ìàññèâà b. Åñëè [0,m)Z\S = ∅, òî âîçâðàùàåò
m.
Ïðèìåðû: äëÿ b = (true, false, false, true) âîçâðàùàåò 1;
äëÿ b = (true, true, true, true) âîçâðàùàåò 4.

int first_free_from(const bool *b, int m, int j)

Âîçâðàùàåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà [j,m)Z \ S, ãäå S � ìíîæå-
ñòâî, õðàíèìîå ñ ïîìîùüþ ìàññèâà b. Åñëè [j,m)Z\S = ∅, òî âîçâðàùàåò
m.
Ïðèìåðû: äëÿ b = (true, false, true, true, false) è j = 2 âîçâðàùàåò 4;
äëÿ b = (true, false, false, true, true) è j = 4 âîçâðàùàåò 5.

int set_to_array(const bool *b, int m, int *a)

Ïî ïîðÿäêó çàïèñûâàåò â ìàññèâ a ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, õðàíèìîãî â áó-
ëåâñêîì ìàññèâå b, è âîçâðàùàåò ÷èñëî ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ìàññèâ a èìååò äîñòàòî÷íûé ðàçìåð.
Ïðèìåð: äëÿ b = (false, true, false, true, true) çàïèñûâàåò â ìàññèâ a

êîðòåæ (1, 3, 4) è âîçâðàùàåò 3.
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4 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Zn îòíîøåíèå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü a, b ∈ Zn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîðòåæ a ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè ìåíüøå êîðòåæà b, è ïèñàòü �a ≺ b�, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
èíäåêñ i ∈ [0, n)Z, ÷òî ai < bi è aj = bj äëÿ âñåõ j èç [0, i)Z. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî a ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå b, è ïèñàòü �a � b�, åñëè b ≺ a.

Íàïðèìåð, åñëè a = (2, 3, 3, 0, 5), b = (2, 3, 1, 4, 4), òî a � b, ò. å. b ≺ a.
Âîò îñíîâíûå ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì:

int first_differ(const int *a, const int *b, int n)

Íàõîäèò ïåðâîå ðàçëè÷èå â êîðòåæàõ a è b äëèíû n, ò. å. âîçâðàùàåò
íàèìåíüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî 0 6 i < n è ai 6= bi. Åñëè òàêèõ
èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò n.
Ïðèìåðû: äëÿ a = (2, 1, 1, 2), b = (2, 1, 2, 0) âîçâðàùàåò 2,
äëÿ a = b = (1, 3, 0, 3) âîçâðàùàåò 4.

int lex_compare(const int *a, const int *b, int n)

Ïðîèçâîäèò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ñðàâíåíèå êîðòåæåé a è b äëèíû n:

âîçâðàùàåò


1, åñëè a � b;

0, åñëè a = b;

−1, åñëè a ≺ b.

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿ-
þòñÿ ñâîéñòâà ñòðîãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2 è óïðàæíåíèå
1.2):

òðàíçèòèâíîñòü: äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Zn èç óñëîâèé a ≺ b è b ≺ c ñëåäóåò,
÷òî a ≺ c;

çàêîí òðèõîòîìèè: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Zn âûïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíî èç ñëåäó-
þùèõ òð¼õ óñëîâèé: 1) a ≺ b; 2) a = b; 3) a � b.
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5 Ïåðå÷èñëåíèå êîðòåæåé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [0,m)n
Z ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé äëèíû n, ýëåìåíòû êî-

òîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó [0,m)Z.
Ìíîæåñòâî [0,m)n

Z âëîæåíî â Zn, ïîýòîìó íà [0,m)n
Z îïðåäåë¼í ëåêñèêî-

ãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì 1.6, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîðòåæ b ÿâ-

ëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì ïîñëå êîðòåæà a âî ìíîæåñòâå [0,m)n
Z,

åñëè a, b ∈ [0,m)n
Z, a ≺ b è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî c èç [0,m)n

Z, ÷òî a ≺ c è
c ≺ b.

Íàïðèìåð, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì ïîñëå (3, 0, 4, 4) âî ìíîæåñòâå
[0, 6)4

Z ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ (3, 0, 4, 5), à ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì ïîñëå
(3, 0, 4, 4) âî ìíîæåñòâå [0, 5)4

Z ÿâëÿåòñÿ êîðòåæ (3, 1, 0, 0).

Óïðàæíåíèå 5.1. Âðó÷íóþ âûïèñàòü â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà [0,m)n

Z ñíà÷àëà äëÿ n = 4 è m = 2, çàòåì äëÿ n = 3 è m = 3.

Óïðàæíåíèå 5.2. Íàéòè êðèòåðèé â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ êîðòåæåé a è b,
êîãäà b ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì ïîñëå a âî ìíîæåñòâå [0,m)n

Z.
Ñíà÷àëà ìîæíî îáúÿñíèòü íà ïðèìåðå, ïî÷åìó âî ìíîæåñòâå [0, 7)4

Z êîðòåæ
(3, 2, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì çà (3, 1, 6, 6).

bool is_next_tuple(const int *a, const int *b, int n, int m)

Âûÿñíÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè êîðòåæ b ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì ïîñëå
a âî ìíîæåñòâå [0,m)n

Z. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a, b ∈ [0,m)n
Z.

Óïðàæíåíèå 5.3. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî, êàê ïî çàäàííîìó êîðòåæó
èç [0,m)n

Z ñòðîèòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèé. Íàïðèìåð, âî ìíîæå-
ñòâå [0, 5)5

Z äëÿ êîðòåæà (4, 2, 0, 4, 4) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèì ÿâëÿåòñÿ
(4, 2, 1, 0, 0). Íóæíî îáúÿñíèòü, êàê âûáèðàåòñÿ ñàìûé ëåâûé èçìåíÿåìûé ýëå-
ìåíò, êàê îí èçìåíÿåòñÿ è êàê èçìåíÿþòñÿ ïîñëåäóþùèå ýëåìåíòû.

int index_to_increase_tuple(const int *a, int n, int m)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî äëÿ çàäàííîãî êîðòåæà
a èç [0,m)n

Z ìîæíî ïîñòðîèòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøèé êîðòåæ âî
ìíîæåñòâå [0,m)n

Z, íå èçìåíÿÿ ýëåìåíòîâ, èíäåêñû êîòîðûõ ìåíüøå i.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ i íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.
Ïðèìåð: äëÿ a = (3, 0, 4, 4) è m = 5 âîçâðàùàåò 1.
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bool next_tuple(int *a, int n, int m)

Åñëè âî ìíîæåñòâå [0,m)n
Z ñóùåñòâóåò êîðòåæ, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëå-

äóþùèé çà äàííûì êîðòåæåì a èç [0,m)n
Z, òî çàïèñûâàåò åãî â òîò æå

ìàññèâ a è âîçâðàùàåò true, èíà÷å îñòàâëÿåò ìàññèâ a áåç èçìåíåíèé è
âîçâðàùàåò false.
Ïðèìåðû: äëÿ m = 3 è a = (2, 0, 2, 2) çàïèñûâàåò â ìàññèâ a êîðòåæ
(2, 1, 0, 0) è âîçâðàùàåò true;
äëÿ m = 4 è a = (3, 3, 3, 3) îñòàâëÿò ìàññèâ a áåç èçìåíåíèé è âîçâðà-
ùàåò false.

void output_all_tuples(int n, int m)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà âñå êîðòåæè èç [0,m)n
Z â ëåêñèêî-

ãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
fill_array, output_array è next_tuple.

Òåïåðü çàéì¼ìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì êîðòåæåé ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè:

void output_tuples_recur(int *a, int n, int m, int i)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå
êîðòåæè èç [0,m)n

Z, ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè < i ñîâïàäàþò ñ
çàäàííûìè ýëåìåíòàìè ìàññèâà a. Â ÷àñòíîñòè, ïðè i > m ïðîñòî âû-
âîäèò òîò êîðòåæ, êîòîðûé ïåðåäàí â ìàññèâå a, à ïðè i = 0 âûâîäèò â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëåìåíòû [0,m)n

Z.

Îáúÿñíèì ïðèíöèï ðàáîòû ýòîé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè. Íà i-ì óðîâíå ðå-
êóðñèè äîëæíû ïåðåáèðàòüñÿ çíà÷åíèÿ i-ãî ýëåìåíòà êîðòåæà. Ïðåäñòàâèì,
íàïðèìåð, ÷òî n = 4, m = 3 è i = 2. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà a ïåðåäàí
êîðòåæ, â êîòîðîì óæå âûáðàíû çíà÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü ýòî
a = (2, 1, ∗, ∗). Çâ¼çäî÷êè ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ýëåìåí-
òîâ åù¼ íå âûáðàíû (íàì íåâàæíî, ÷òî òàì çàïèñàíî, òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ
ìû ñåé÷àñ áóäåì ïåðåçàïèñûâàòü). Íóæíî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì 2:

k = 0 : a = (2, 1, 0, ∗),
k = 1 : a = (2, 1, 1, ∗),
k = 2 : a = (2, 1, 2, ∗),

è äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà âûçâàòü output_tuples_recur, óêàçûâàÿ óðîâåíü ðå-
êóðñèè 3. Íà òðåòüåì óðîâíå ðåêóðñèè áóäóò ïî î÷åðåäè ïåðåáèðàòüñÿ âñå âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì 3. Íàêîíåö, íà ñàìîì ãëóáîêîì óðîâíå
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ðåêóðñèè (â íàøåì ïðèìåðå ýòî i = 4) ïåðåáèðàòü óæå íå÷åãî, à íóæíî ïðîñòî
âûâîäèòü ïåðåäàííûé êîðòåæ â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà.

Èçîáðàçèì ýòî â âèäå ñõåìû. Äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ ðåêóðñèè ïîêàæåì, êàêîé
êîðòåæ ïåðåäà¼òñÿ íà ýòîò óðîâåíü è êàê èçìåíÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ k:

i = 2 i = 3 i = 4

(2, 1, ∗, ∗)
k = 0 (2, 1, 0, ∗)

k = 0 (2, 1, 0, 0) → stdout

k = 1 (2, 1, 0, 1) → stdout

k = 2 (2, 1, 0, 2) → stdout

k = 1 (2, 1, 1, ∗)
k = 0 (2, 1, 1, 0) → stdout

k = 1 (2, 1, 1, 1) → stdout

k = 2 (2, 1, 1, 2) → stdout

k = 2 (2, 1, 2, ∗)
k = 0 (2, 1, 2, 0) → stdout

k = 1 (2, 1, 2, 1) → stdout

k = 2 (2, 1, 2, 2) → stdout

Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì âûçîâà íàøåé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè
ñ ïàðàìåòðàìè n = 4, m = 3, i = 2, a = (2, 1, ∗, ∗) áóäåò âûâîä âñåõ êîðòåæåé
èç [0, 3)4

Z, íà÷èíàþùèõñÿ ñ (2, 1).

Óïðàæíåíèå 5.4. Ïîêàçàòü ðàáîòó ôóíêöèè output_tuples_recur â âèäå
ñõåìû óêàçàííîãî âèäà äëÿ n = 3, m = 2, i = 0, a = (∗, ∗, ∗).

Ïîñëå íàïèñàíèÿ ôóíêöèè output_tuples_recur ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
åé äëÿ âûâîäà âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [0,m)n

Z:

void output_all_tuples_recur(int n, int m)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå
êîðòåæè èç [0,m)n

Z. Èñïîëüçóåò ôóíêöèþ output_tuples_recur.
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6 Ïåðå÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâîê

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà X íàçûâàþò ëþáîå áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà [0, n)Z áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç Permuts(n).

Ïåðåñòàíîâêó ϕ : [0, n)Z → [0, n)Z áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êîðòåæåì a èç
[0, n)n

Z, â êîòîðîì ai = ϕ(i) äëÿ ëþáîãî i ∈ [0, n)n
Z.

Ïðèìåð:

îòîáðàæåíèå f :
0 1 2 3↓ ↓ ↓ ↓
2 1 3 0

îòîæäåñòâëÿåì ñ êîðòåæåì a = (2, 1, 3, 0).

Óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè è ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ïðèíèìàþò ñëå-
äóþùèé âèä äëÿ êîðòåæà a:
1) ai 6= aj ïðè ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i, j ∈ [0, n)Z;
2) äëÿ ëþáîãî j ∈ [0, n)Z ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ i ∈ [0, n)Z, ÷òî ai = j.
Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ 1) è 2) ðàâíîñèëüíû, òàê ÷òî
äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü îäíîãî èç íèõ.

Ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç Permuts(n), êàê è ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïåðåñòàíîâîê.

bool is_permut(const int *a, int n)

Ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé êîðòåæ a èç Zn ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà
[0, n)Z.

void output_all_permuts_slow(int n)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà Permuts(n), èñïîëüçóÿ ôóíêöèè next_tuple è is_permut.

Ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûé ïðåäëîæåí â ôóíêöèè
output_all_permuts_slow, î÷åíü íåýôôåêòèâåí: ìåæäó äâóìÿ ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêè ñîñåäíèìè ïåðåñòàíîâêàìè ìîæåò áûòü äîâîëüíî ìíîãî êîðòåæåé, êîòî-
ðûå ïðèõîäèòñÿ ïðîïóñêàòü.

Êàê èçâåñòíî, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî n! (ñì.
äàëåå óïðàæíåíèå 6.5):

| Permuts(n)| = n! = n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · 2 · 1.
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Óïðàæíåíèå 6.1. Âû÷èñëèòü îòíîøåíèå
| Permuts(n)|

|[0, n)n
Z|

ïðè n = 8.

Òåïåðü íóæíî íàó÷èòüñÿ ñðàçó ïðåâðàùàòü ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùóþ.

Óïðàæíåíèå 6.2. Âðó÷íóþ âûïèñàòü â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ïå-
ðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà [0, n)Z äëÿ n = 3 è n = 4. Ïðîâåðèòü ñåáÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè output_all_permuts_slow.

Óïðàæíåíèå 6.3. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó äëÿ êàæäîé ïåðå-
ñòàíîâêè ñòðîèòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùàÿ. Íàïðèìåð, âî ìíîæåñòâå
Permuts(5) äëÿ ïåðåñòàíîâêè (1, 0, 4, 3, 2) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùåé ÿâ-
ëÿåòñÿ (1, 2, 0, 3, 4). Îáúÿñíèòü, êàê âûáèðàåòñÿ ñàìûé ëåâûé èçìåíÿåìûé ýëå-
ìåíò, êàê îí èçìåíÿåòñÿ è êàê èçìåíÿþòñÿ ïîñëåäóþùèå ýëåìåíòû.

int max_index_to_incr_permut(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé ñðåäè òàêèõ èíäåêñîâ i èç [0, n)Z, ÷òî äëÿ çàäàí-
íîé ïåðåñòàíîâêè a èç Permuts(n) ìîæíî ïîñòðîèòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
á�îëüøóþ, íå ìåíÿÿ ýëåìåíòîâ ñ èíäåêñàìè, ìåíüøèìè i. Åñëè òàêèõ èí-
äåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.

bool next_permut(int *a, int n)

Åñëè äëÿ çàäàííîé ïåðåñòàíîâêè a èç Permuts(n) ñóùåñòâóåò ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ñëåäóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Permuts(n), òî çàïèñûâàåò å¼ â
òîò æå ìàññèâ a è âîçâðàùàåò true; èíà÷å îñòàâëÿåò ìàññèâ a áåç èçìå-
íåíèé è âîçâðàùàåò false.

void output_all_permuts(int n)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà
[0, n)Z â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
fill_array_ident, output_array è next_permut.

Ïåðåõîäèì ê ïåðå÷èñëåíèþ ïåðåñòàíîâîê ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè.

Óïðàæíåíèå 6.4. Ïóñòü a ∈ Permuts(5). Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
a2, åñëè a0 = 4, a1 = 0? Âðó÷íóþ ïåðå÷èñëèòü â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå
âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà [0, 5)Z, êîòîðûå èìåþò âèä (4, 0, ∗, ∗, ∗).

Èç óïðàæíåíèÿ 6.4 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà i-ì óðîâíå ðåêóðñèè íóæíî
ïåðåáèðàòü çíà÷åíèÿ, íå èñïîëüçîâàííûå íà ïðåäûäóùèõ óðîâíÿõ.
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Óïðàæíåíèå 6.5. Äîêàçàòü, ÷òî | Permuts(n)| = n!.

Ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì äëÿ çàïîìèíàíèÿ èñïîëüçîâàííûõ è íåèñïîëüçî-
âàííûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ áóëåâñêèé ìàññèâ (ñì. � 3). Áóäåì ïåðåäàâàòü áó-
ëåâñêèé ìàññèâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè.

void output_permuts_recur(int *a, int n, int i, bool *b)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå
âñå òàêèå êîðòåæè èç Permuts(n), ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè <

i ñîâïàäàþò ñ çàäàííûìè ýëåìåíòàìè ìàññèâà a. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
0 6 i 6 n, ýëåìåíòû ìàññèâà a ñ èíäåêñàìè < i ïîïàðíî ðàçëè÷íû
è ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó [0,m)Z. Â áóëåâñêîì ìàññèâå b ïåðåäà¼òñÿ
ìíîæåñòâî {ak : 0 6 k < i}.

Âîò ñõåìà ðàáîòû ôóíêöèè output_permut_recur ïðè a = (2, 0, ∗, ∗), i = 2

(äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì 0 âìåñòî false è 1 âìåñòî true):

i = 2 i = 3 i = 4

a = (2, 0, ∗, ∗)
b = (1, 0, 1, 0)

k = 1
a = (2, 0, 1, ∗)
b = (1, 1, 1, 0)

k = 3 a = (2, 0, 1, 3) → stdout

k = 3
a = (2, 0, 3, ∗)
b = (1, 0, 1, 1)

k = 1 a = (2, 0, 3, 1) → stdout

Óïðàæíåíèå 6.6. Èçîáðàçèòü ñõåìó ðàáîòû ôóíêöèè output_permut_recur

äëÿ n = 3, a = (∗, ∗, ∗), i = 0.

void output_all_permuts_recur(int n)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà Permuts(n). Èñïîëüçóåò ôóíêöèþ output_permuts_recur.
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7 Ïåðå÷èñëåíèå ðàçìåùåíèé

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü m,n � öåëûå ÷èñëà, 0 6 n 6 m. Ðàçìåùåíèÿìè
äëèíû n ìíîæåñòâà [0,m)Z íàçûâàþò èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà
[0, n)Z â [0,m)Z. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçìåùåíèé äëèíû n ìíîæåñòâà [0,m)Z îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Injects(n, m).

Ðàçìåùåíèå f : [0, n)Z → [0,m)Z áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êîðòåæåì a èç
[0,m)n

Z, â êîòîðîì ai = f(i). Ïðè ýòîì óñëîâèå èíúåêòèâíîñòè ïðèíèìàåò âèä

∀i, j ∈ [0, n)Z i 6= j =⇒ ai 6= aj.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîðòåæåé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Injects(n, m), êàê è
ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðàçìåùåíèé.

Ìîæíî ïåðå÷èñëÿòü ðàçìåùåíèÿ, ïðîñòî âûäåëÿÿ èõ ñðåäè âñåõ êîðòåæåé:

bool is_inject(const int *a, int n, int m)

Ïðîâåðÿåò, ïðèíàäëåæèò ëè äàííûé êîðòåæ a äëèíû n ìíîæåñòâó
Injects(n, m).

void output_all_injects_slow(const int *a, int n, int m)

Âûâîäèò â stdout âñå ðàçìåùåíèÿ äëèíû n ìíîæåñòâà [0,m)Z, èñïîëüçóÿ
ôóíêöèè next_tuple è is_inject.

Êîíå÷íî, òàêîé ñïîñîá íåýôôåêòèâåí.

Óïðàæíåíèå 7.1. Âû÷èñëèòü
| Injects(n, m)|

|[0,m)n|
ïðè n = 5, m = 10.

int max_index_to_incr_inject(const int *a, int n, int m)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé ñðåäè òàêèõ èíäåêñîâ i èç [0, n)Z, ÷òî äëÿ çà-
äàííîãî ðàçìåùåíèÿ a èç Injects(n, m) ìîæíî ïîñòðîèòü ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêè á�îëüøèé ýëåìåíò â Injects(n, m), íå ìåíÿÿ ýëåìåíòîâ ñ èíäåêñàìè,
ìåíüøèìè i. Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.

bool next_inject(int *a, int n, int m)

Åñëè äëÿ çàäàííîãî a èç Injects(n, m) âî ìíîæåñòâå Injects(n, m) ñóùå-
ñòâóåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøèé ýëåìåíò, òî çàïèñûâàåò åãî â òîò æå
ìàññèâ a è âîçâðàùàåò true; èíà÷å îñòàâëÿåò ìàññèâ a íåèçìåííûì è
âîçâðàùàåò false.
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void output_all_injects(int n, int m)

Âûâîäèò â stdout âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Injects(n, m) â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
fill_ident, output_array, next_inject.

Ðåêóðñèâíîå ïåðå÷èñëåíèå ðàçìåùåíèé î÷åíü ïîõîæå íà ðåêóðñèâíîå ïåðå-
÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâîê.

void output_injects_recur(int *a, int n, int m, int i, bool *b)

Âûâîäèò â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿä-
êå âñå ðàçìåùåíèÿ èç Injects(n, m), ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè
< i ñîâïàäàþò ñ çàäàííûìè ýëåìåíòàìè ìàññèâà a. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
0 6 i 6 n, ýëåìåíòû ìàññèâà a ñ èíäåêñàìè < i ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó [0,m)Z. Â áóëåâñêîì ìàññèâå b õðàíèòñÿ ìíîæåñòâî
{ak : 0 6 k < i}.

void output_all_injects_recur(int n, int m)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà Injects(n, m). Èñïîëüçóåò ôóíêöèþ output_injects_recur.
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8 Ïåðå÷èñëåíèå ñî÷åòàíèé

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 n 6 m.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ñî÷åòàíèÿìè äëèíû n èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X íàçû-
âàþò n-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà X. Ìíîæåñòâî âñåõ ñî÷åòàíèé äëèíû n èç
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [0,m)Z áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Subsets(n, m).

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó ðàçìåùåíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñî÷åòàíèå:

(a0, a1, . . . , an−1) 7→ {a0, a1, . . . , an−1}.

Ïðè ýòîì ðàçíûì ðàçìåùåíèÿì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíî è òî æå ñî÷åòàíèå.
Ïðèìåð: (3, 0, 1) è (1, 0, 3) � ðàçíûå ðàçìåùåíèÿ, íî ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è
òîìó æå ñî÷åòàíèþ.

Óïðàæíåíèå 8.1. Íàçâàòü âñå ðàçìåùåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òîìó æå
ñî÷åòàíèþ, ÷òî è ðàçìåùåíèå (3, 0, 1).

Óïðàæíåíèå 8.2. Âûÿñíèòü, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé ñîîòâåòñòâóåò
îäíîìó ñî÷åòàíèþ èç Subsets(n, m).

Èç ðåçóëüòàòîâ óïðàæíåíèé 6.5 è 8.2 ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà Subsets(n, m):

m!

n!(m − n)!
.

Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àþò ÷åðåç Cn
m èëè

(
m

n

)
.

×òîáû ñäåëàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçìåùåíèÿìè è ñî÷åòàíèÿìè áèåêòèâ-
íûì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü âîçðàñòàþùèå ðàçìåùåíèÿ, ò. å., ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíî, âîçðàñòàþùèå êîðòåæè.

Èòàê, êàæäûé êîðòåæ èç [0,m)n
Z âèäà a = (a0, a1, . . . , an−1), ãäå a0 < a1 <

. . . < an−1, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîæåñòâîì {a0, a1, . . . , an−1}.
Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîðòåæåé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Subsets(n, m), êàê

è ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî÷åòàíèé.

bool is_combin(const int *a, int n)

Âûÿñíÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé êîðòåæ a èç Zn âîçðàñòàþùèì.

void output_all_combins_slow(int n, int m)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà Subsets(n, m), èñïîëüçóÿ ôóíêöèè next_tuple è is_combin.
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Ìåòîä, ïðåäëàãàåìûé â ôóíêöèè output_all_combins_slow, î÷åíü íåýô-
ôåêòèâåí.

Óïðàæíåíèå 8.3. Âû÷èñëèòü îòíîøåíèå
| Subsets(n, m)|

|[0,m)n
Z|

ïðè n = 5, m = 10.

Íóæíî íàó÷èòüñÿ äëÿ êàæäîãî âîçðàñòàþùåãî êîðòåæà ñðàçó ñòðîèòü ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèé âîçðàñòàþùèé êîðòåæ.

Óïðàæíåíèå 8.4. Âðó÷íóþ âûïèñàòü â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà Subsets(n, m) äëÿ n = 3, m = 5. Ïðîâåðèòü ñåáÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè output_all_combins_slow.

Óïðàæíåíèå 8.5. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó äëÿ êàæäîãî âîç-
ðàñòàþùåãî êîðòåæà ñòðîèòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèé. Íàïðèìåð, âî
ìíîæåñòâå Subsets(3, 7) äëÿ âîçðàñòàþùåãî êîðòåæà (0, 1, 5, 6) ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêè ñëåäóþùèì ÿâëÿåòñÿ (0, 2, 3, 4). Îáúÿñíèòü, êàê âûáèðàåòñÿ ñàìûé ëå-
âûé èçìåíÿåìûé ýëåìåíò, êàê îí èçìåíÿåòñÿ è ïî êàêîìó ïðàâèëó ñòðîÿòñÿ
ïîñëåäóþùèå ýëåìåíòû.

int index_to_incr_combin(const int *a, int n, int m)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî äëÿ êîðòåæà a èç ìíî-
æåñòâà Subsets(n, m) ìîæíî ïîñòðîèòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøèé êîð-
òåæ èç Subsets(n, m), íå èçìåíÿÿ ýëåìåíòîâ, èíäåêñû êîòîðûõ ìåíüøå i.
Åñëè òàêèõ èíäåêñîâ i íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.

bool next_combin(int *a, int n, int m)

Åñëè â Subsets(n, m) ñóùåñòâóåò êîðòåæ, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèé
çà a, òî çàïèñûâàåò åãî â òîò æå ìàññèâ a è âîçâðàùàåò true; èíà÷å
îñòàâëÿåò ìàññèâ a áåç èçìåíåíèé è âîçâðàùàåò false.

void output_all_combins(int n, int m)

Âûâîäèò â stdout âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Subsets(n, m) â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè: fill_array_ident,
output_array è next_combin.

Òåïåðü çàéì¼ìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì âîçðàñòàþùèõ êîðòåæåé ñ ïîìîùüþ ðå-
êóðñèè.

void output_combins_recur(int *a, int n, int m, int i, int v)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå òàêèå êîðòåæè èç
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Subsets(n, m), ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè < i ñîâïàäàþò ñ çàäàí-
íûìè ýëåìåíòàìè ìàññèâà a, à ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè > i áîëüøå ëèáî
ðàâíû v. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 6 i 6 n è ýëåìåíòû ìàññèâà a ñ èíäåê-
ñàìè < i îáðàçóþò âîçðàñòàþùèé êîðòåæ.

void output_all_combins_recur(int n, int m)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà Subsets(n, m). Èñïîëüçóåò ôóíêöèþ output_combins_recur.
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9 Ïåðå÷èñëåíèå ðàçáèåíèé

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ìíîæåñòâî P íàçûâàþò ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X, åñëè
ýëåìåíòû P ÿâëÿþòñÿ íåïóñòûìè ïîäìíîæåñòâàìè X è ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, ïðè÷¼ì îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ P ðàâíî X. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P

áóäåì íàçûâàòü äîëÿìè ðàçáèåíèÿ P. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà
[0, n)Z îáîçíà÷èì ÷åðåç Partitions(n).

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî P = {{3, 1, 4}, {0, 2}, {5}} ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæå-
ñòâà [0, 6)Z, ò. å. ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Partitions(6). Ðàçáèåíèå P ñîñòîèò
èç òð¼õ äîëåé: {3, 1, 4}, {0, 2}, {5}.

Áóäåì õðàíèòü ðàçáèåíèÿ â âèäå ðàñêðàñîê.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ðàñêðàñêîé ìíîæåñòâà [0, n)Z áóäåì íàçûâàòü ëþáîé êîð-
òåæ èç Zn. Åñëè a � ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà [0, n)Z è i ∈ [0, n)Z, òî çíà÷åíèå ai

áóäåì íàçûâàòü öâåòîì ýëåìåíòà i.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Êàæäîé ðàñêðàñêå a ìíîæåñòâà [0, n)Z ñîïîñòàâèì ðàç-
áèåíèå Pa, îïðåäåë¼ííîå ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: ýëåìåíòû i è j ïðèíàäëåæàò
îäíîé äîëå Pa òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ai = aj.

Íàïðèìåð, ðàñêðàñêå a = (1, 3, 1, 3, 3, 0) ìíîæåñòâà [0, 6)Z ñîîòâåòñòâóåò
ðàçáèåíèå Pa = {{0, 2}, {1, 3, 4}, {5}}, êîòîðîå ïðèâîäèëîñü âûøå â âèäå ïðèìåðà.

Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ P ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ðàñêðàñêó a, ÷òî Pa = P:
äîñòàòî÷íî êàê-òî ïðîíóìåðîâàòü äîëè ðàçáèåíèÿ è êàæäîìó ýëåìåíòó i èç
[0, n)Z ñîïîñòàâèòü íîìåð (¾öâåò¿) äîëè, êîòîðîé îí ïðèíàäëåæèò. Íî ïðè
ýòîì ðàçíûì ðàñêðàñêàì ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíî è òî æå ðàçáèåíèå.

Ïðèìåð: n = 6, a = (1, 3, 1, 3, 3, 0), b = (2, 0, 2, 0, 0, 3), Pa = Pb =
{{0, 2}, {1, 3, 4}, {5}}.

Îïðåäåëåíèå 9.4. Ðàñêðàñêè a è b èç Zn áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè Pa = Pb.

Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ðàñêðàñêè ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðó-
ãîé ïåðåîáîçíà÷åíèåì öâåòîâ. Ôîðìàëüíî: óñëîâèå Pa = Pb ðàâíîñèëüíî ñóùå-
ñòâîâàíèþ òàêîé áèåêöèè f : Z → Z, ÷òî ai = f(bi) ïðè ëþáîì i ∈ [0, n)Z.

Íàïðèìåð, ðàñêðàñêè a = (3, 2, 0, 3, 0) è b = (1, 6, 2, 1, 2) ýêâèâàëåíòíû.
Î÷åâèäíî, ëþáàÿ ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà [0, n)Z ñîäåðæèò íå áîëåå n ðàç-

ëè÷íûõ öâåòîâ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà
[0, n)Z èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî öâåòà èç ìíîæåñòâà [0, n)Z.
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Îïðåäåëåíèå 9.5. Íàáîð a ∈ Zn áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé ìíî-
æåñòâà [0, n)Z, åñëè

∀i ∈ [0, n)Z 0 6 ai 6 max
06j<i

aj + 1.

Ïðè i = 0 â ïðàâîé ÷àñòè âîçíèêàåò ìàêñèìóì ïóñòîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé â
äàííîé ñèòóàöèè íóæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì −1.

Óïðàæíåíèå 9.1. Ïóñòü P = {{5, 7, 1, 3}, {0, 4}, {6, 2}}. Íàéòè òàêóþ ïðàâèëü-
íóþ ðàñêðàñêó a ìíîæåñòâà [0, 8)Z, ÷òî Pa = P.

Óïðàæíåíèå 9.2. Ïóñòü P ∈ Partitions(n). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà a ìíîæåñòâà [0, n)Z, äëÿ êîòîðîé Pa = P.

Óïðàæíåíèå 9.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè íàèìåíüøåé ñðåäè âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ åé íåîòðèöàòåëüíûõ ðàñ-
êðàñîê. Ôîðìàëüíî: ïóñòü a � ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà [0, n)Z, b ∈
[0,+∞)n

Z, Pa = Pb. Äîêàçàòü, ÷òî a ≺ b èëè a = b.

bool is_correct_coloring(const int *a, int n)

Âûÿñíÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè êîðòåæ a ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî a ∈ [0, n)n

Z.

void output_partition(const int *a, int n)

Âûâîäèò â stdout ðàçáèåíèå Pa, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîé ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêå a ìíîæåñòâà [0, n)Z.
Ïðèìåð: äëÿ a = (0, 1, 0, 2, 1, 1) âûâîäèò {{0,2},{1,4,5},{3}}.

void output_all_partitions_slow(int n)

Âûâîäèò â stdout âñå ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà [0, n)Z â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
is_correct_coloring, next_tuple, output_array.
Âìåñòî output_array ìîæíî èñïîëüçîâàòü output_partition.

Êîíå÷íî, ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê, ïðåäëàãàåìûé â
ôóíêöèè output_all_partitions_slow, î÷åíü íåýôôåêòèâåí.

Óïðàæíåíèå 9.4. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè output_all_partitions_slow íàéòè
÷èñëî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ìíîæåñòâà [0, 4)Z. Íàéòè îòíîøåíèå ýòîãî ÷èñëà
ê ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [0, 4)4

Z.
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Ïðè ðàáîòå ñ ðàñêðàñêàìè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

int min_unused_value(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ïðè-
ñóòñòâóåò â êîðòåæå a. Èçâåñòíî, ÷òî a ∈ [0, n)n

Z.

int number_of_values(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â êîðòåæå a.
Èçâåñòíî, ÷òî a ∈ [0, n)n

Z.

void transform_to_correct_coloring(int *a, int n)

Ïðåâðàùàåò çàäàííóþ ðàñêðàñêó a â ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðàâèëüíóþ ðàñ-
êðàñêó.

Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, êàê èç çàäàííîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ñòðîèòü ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêè ñëåäóþùóþ.

Óïðàæíåíèå 9.5. Âðó÷íóþ ïåðå÷èñëèòü â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå
ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà [0, n)Z äëÿ n = 2, n = 3 è n = 4. Ïðîâåðèòü
ñåáÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè output_all_partitions_slow.

int index_to_increase_partition(const int *a, int n)

Âîçâðàùàåò íàèáîëüøèé èç òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî äëÿ çàäàííîãî êîðòåæà
a èç Partitions(n) ìîæíî ïîñòðîèòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøèé êîðòåæ
èç Partitions(n), íå èçìåíÿÿ ýëåìåíòîâ, èíäåêñû êîòîðûõ ìåíüøå i. Åñëè
òàêèõ èíäåêñîâ i íå ñóùåñòâóåò, òî âîçâðàùàåò −1.
Ïðèìåð: äëÿ a = (0, 1, 1, 2, 1, 3) âîçâðàùàåò 4.

bool next_partition(int *a, int n)

Åñëè äëÿ çàäàííîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ñóùåñòâóåò ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêè ñëåäóþùàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà, òî çàïèñûâàåò å¼ â òîò æå ìàññèâ
a è âîçâðàùàåò true; èíà÷å îñòàâëÿåò ìàññèâ a áåç èçìåíåíèé è âîçâðà-
ùàåò false.
Ïðèìåð: äëÿ a = (0, 1, 1, 2, 1, 3) çàïèñûâàåò â a êîðòåæ (0, 1, 1, 2, 2, 0) è
âîçâðàùàåò true.

void output_all_partitions(int n)

Âûâîäèò â stdout âñå ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà [0, n)Z â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ðåêóðñèâíîå ïåðå÷èñëåíèå ðàçáèåíèé:
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void output_partitions_recur(int *a, int n, int i, int v)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ïðàâèëüíûå ðàñ-
êðàñêè ìíîæåñòâà [0, n)Z, ó êîòîðûõ ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè < i ñîâïà-
äàþò ñ çàäàííûìè ýëåìåíòàìè ìàññèâà a. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû
ìàññèâà a ñ èíäåêñàìè < i îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ìíîæåñòâà
[0, i)Z, à v ðàâíî ìàêñèìóìó èç ýòèõ ýëåìåíòîâ. Â ñëó÷àå i = 0 ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî v = −1.

void output_all_partitions_recur(int n)

Âûâîäèò â stdout â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñå ïðàâèëüíûå ðàñ-
êðàñêè ìíîæåñòâà [0, n)Z. Èñïîëüçóåò äëÿ ýòîãî ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ
output_partitions_recur.
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