
ñòð. 1 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

1-å çàíÿòèå. Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó

T1 Âñïîìíèòü óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëåéáíèöà (äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà).

3784 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
0

xn−1 lnm x dx, ãäå n > 0, m ∈ N.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

1∫
0

xn−1 dx =
1

n
.

3786 Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë Äèðèõëå I(α) =

+∞∫
0

sin αx

x
dx èìååò ïðè

α 6= 0 ïðîèçâîäíóþ, îäíàêî å¼ íåëüçÿ íàéòè ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëåéá-
íèöà.

3789 Äîêàçàòü ôîðìóëó Ôðóëëàíè:

+∞∫
0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln

b

a
(a > 0, b > 0),

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è èíòåãðàë

+∞∫
A

f(x)

x
dx èìååò ñìûñë ïðè

ëþáîì A > 0.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ôðóëëàíè, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (a > 0, b > 0):

3791

+∞∫
0

sin ax− sin bx

x
dx; A1

+∞∫
0

th ax− th bx

x
dx.

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå
èíòåãðàëû (α > 0, β > 0):

3793

+∞∫
0

e−αx2 − e−βx2

x
dx. 3795

+∞∫
0

e−αx − e−βx

x
sin mx dx.



ñòð. 2 èç 7

Äîìàøíåå çàäàíèå � 1

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

3785 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

+∞∫
0

dx

(x2 + a)n+1 , ãäå n ∈ N.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

+∞∫
0

dx

x2 + a
=

π

2
√

a
(a > 0).

T2 Äîêàçàòü îáîáùåíèå ôîðìóëû Ôðóëëàíè:

+∞∫
0

f(ax)− f(bx)

x
dx = (f(0)− f(+∞)) ln

b

a
(a > 0, b > 0).

Çäåñü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, f(+∞) = lim
x→+∞

f(x), è ïðè ëþáîì

A > 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

+∞∫
A

f(x)− f(+∞)

x
dx.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ôðóëëàíè, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (a > 0, b > 0):

3790

+∞∫
0

cos ax− cos bx

x
dx; 3792

+∞∫
0

arctg ax− arctg bx

x
dx.

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå
èíòåãðàëû:

3794

+∞∫
0

(
e−αx − e−βx

x

)2

dx (α > 0, β > 0).

3796

+∞∫
0

e−αx − e−βx

x
cos mx dx (α > 0, β > 0).

1828 (ïîâò.) Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
∫

eax cos bx dx.

Îòâåò:
a cos bx + b sin bx

a2 + b2 eax + C.



ñòð. 3 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

1-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó.

T1 Âñïîìíèòü óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëåéáíèöà (äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà).
Ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà:

I(y) =

b∫
a

f(x, y) dx (y ∈ Y ). (1)

Âîïðîñ â òîì, ïðè êàêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ áóäåò

I ′(y) =

b∫
a

f ′y(x, y) dx (y ∈ Y ). (2)

Â ñëó÷àå ñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f
è f ′y íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè (a, b) × Y . Åñëè èíòåãðàë íåñîáñòâåí-
íûé, òî ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ: ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî èí-
òåãðàëà (1) è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà îò ïðîèçâîäíîé, êîòî-
ðûé çàïèñàí â ïðàâîé ÷àñòè (2).

3784 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
0

xn−1 lnm x dx, ãäå n > 0, m ∈ N.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

1∫
0

xn−1 dx =
1

n
.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

1∫
0

xn−1 dx =
1

n
.

Ïðîäèôôåðåíèöóåì îáå ÷àñòè m ðàç ïî ïàðàìåòðó n:

1∫
0

xn−1 lnm x dx =
(−1)m ·m!

nm+1 . (3)



ñòð. 4 èç 7

Ýòî îòâåò. Îñòàëîñü îáîñíîâàòü çàêîííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïà-
ðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Ïðè n < 1 èíòåãðàë
∫ 1

0 xn−1 dx íåñîáñòâåííûé, íî îí ñõîäèòñÿ, òàê
êàê n− 1 > −1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë îò
ïðîèçâîäíîé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè n > ε âáëèçè îñîáîé òî÷êè x = 0.
Ïðèìåíèì ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà:

|xn−1 lnm x| òàê êàê x<1
=

1

x1−n
lnm 1

x

x<x0

6
1

x1−ε

(
1

x

)ε/2

=
1

x1−ε/2 .

Êàê èçâåñòíî, èíòåãðàë
∫ x0

0
1

x1−ε/2 dx ñõîäèòñÿ. Èòàê, ôîðìóëà (3) äîêà-
çàíà ïðè n > ε. Ïîñêîëüêó ε > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, òî ôîðìóëà (3)
âåðíà ïðè ëþáîì n > 0.

3786 Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë Äèðèõëå I(α) =

+∞∫
0

sin αx

x
dx èìååò ïðè

α 6= 0 ïðîèçâîäíóþ, îäíàêî å¼ íåëüçÿ íàéòè ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëåéá-
íèöà.
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì I(α) ñ ïîìîùüþ çàìåíû αx = t:

I(α) =

+∞∫
0

sin t

t
=

π

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè α 6= 0 ôóíêöèÿ I(α) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, è I ′(α) =
0. Åñëè æå ïîïûòàòüñÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë:

+∞∫
0

cos αx dx.

Ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
∫ L

0 cos αx dx = sinαL
α , à ýòî

âûðàæåíèå íå èìååò ïðåäåëà ïðè L → +∞.

3789 Äîêàçàòü ôîðìóëó Ôðóëëàíè:

+∞∫
0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln

b

a
(a > 0, b > 0),



ñòð. 5 èç 7

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è èíòåãðàë

+∞∫
A

f(x)

x
dx èìååò ñìûñë ïðè

ëþáîì A > 0.
Ðåøåíèå. Áåç óùåðáà îáùíîñòè ìîæåì è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < b. Íåñîá-
ñòâåííûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè èìååò îñîáûå òî÷êè 0 è +∞. Ðàññìîò-
ðèì èíòåãðàë îò A äî +∞ è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ.
Ñäåëàåì â íèõ çàìåíû ax = t è bx = t, ñîîòâåòñòâåííî:

I(A) =

+∞∫
A

f(ax)

x
dx−

+∞∫
A

f(bx)

x
dx =

=

+∞∫
aA

f(t)

t
dt−

+∞∫
bA

f(t)

t
dt =

bA∫
aA

f(t)

t
dt.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí

bA∫
aA

f(ξA)

t
dt = f(ξA) ln

bA

aA
= f(ξA) ln

b

a
,

ãäå ξA � íåêîòîðàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà, aA < ξA < bA. Åñëè A → 0,
òî ξA → è f(ξA) → f(0), ïîòîìó ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

+∞∫
0

f(ax)− f(bx)

x
dx = lim

A→0
I(A) = f(0) ln

b

a
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ôðóëëàíè, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (a > 0, b > 0):

3791

+∞∫
0

sin ax− sin bx

x
dx.

Ðåøåíèå. Ïðè ëþáîì x0 > 0 èíòåãðàë

+∞∫
x0

sin x

x
dx ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

Äèðèõëå, ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ãîòîâóþ ôîðìóëó Ôðóëëàíè. Ïîëó-
÷àåì îòâåò sin(0) ln b

a , ò. å. 0.
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A1

+∞∫
0

th ax− th bx

x
dx.

Ðåøåíèå. Âñïîìèíàåì, ÷òî th x = sh x
chx = ex−e−x

ex+e−x . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

th x → 1 ïðè x → +∞, è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âèäà
∫ +∞

x0

thx
x dx

ðàñõîäÿòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå:
th x

x
∼ 1

x
.

Âûõîä î÷åíü ïðîñò: ïðåäñòàâèòü th ax − th bx â âèäå (th ax − 1) −
(th bx−1) è ïîëîæèòü f(x) = th x−1. Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ ïîëó÷àåì
ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ:

f(x)

x
=

th x− 1

x
=

2e−x

x(ex + e−x)

x>1
<

2

ex
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ôðóëëàíè äëÿ ôóíêöèè f(x) = th x− 1. Ïîëó÷èòñÿ
îòâåò (th(0)− 1) ln b

a = ln a
b .

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå
èíòåãðàëû:

3793

+∞∫
0

e−αx2 − e−βx2

x
dx (α > 0, β > 0).

Ðåøåíèå. Äîîïðåäåëèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â òî÷êå x = 0 è ðàñ-
ñìîòðèì å¼ ïðîèçâîäíóþ ïî α (ïàðàìåòð β ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûì):

f(x, α) =

{
e−αx2−e−βx2

x , x 6= 0;

0, x = 0;
f ′α(x, α) = −αxe−αx2

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî limx→+0 f(x, α) = 0 = f(0), òàê ÷òî òî÷êà x = 0
íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé èíòåãðàëà. Èíòåãðàë îò f(x, α) ñõîäèòñÿ ïî
ïðèçíàêàì ñðàâíåíèÿ:

|e−αx2 − e−βx2|
x

x>1
<

1

eαx
+

1

eβx
.

Èíòåãðàë îò f ′α(x, α) áóäåò ñõîäèòüñÿ èç-çà ýêñïîíåíòû ñ îòðèöàòåëüíûì
ïîêàçàòåëåì. ×òîáû îáåñïå÷èòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü, âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíî ε > 0 è ïîòðåáóåì α > ε. Òîãäà

|f ′α(x, α)| = xe−αx2

6
x

eεx2 <
x

ε2x4/2
=

2

ε2x3 .



ñòð. 7 èç 7

Çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî et > t2

2 , êîòîðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû
Òåéëîðà. Èòàê, ïðè α > ε ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ëåéáíèöà:

I ′(α) = −
+∞∫
0

xe−αx2

= − 1

2α
e−αx2

∣∣∣∣+∞
0

= − 1

2α
.

Îòñþäà I(α) = −1
2 ln α + ϕ(β) ïðè α > ε. Î÷åâèäíî, I(β) = 0. Ïîýòîìó

ϕ(β) = 1
2 ln β, è I(α) = 1

2 ln β
α ïðè α > ε è β > ε. Ïîñêîëüêó ε > 0

âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, òî îòâåò ñïðàâèäëèâ äëÿ ëþáûõ α > 0, β > 0.

3795

+∞∫
0

e−αx − e−βx

x
sin mx dx (α > 0, β > 0).

Ðåøåíèå. Çäåñü âûãîäíî ñ÷èòàòü α è β êîíñòàíòàìè, à äèôôåðåíöèðî-
âàòü ïî ïàðàìåòðó m. Ñíà÷àëà äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ â òî÷êå 0:

f(x, m) =

{
e−αx−e−βx

x sin mx, x > 0;

0, x = 0;
f ′m(x, m) = (e−αx − e−βx) cos mx.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè f è f ′m íåïðåðûâíû íà [0, +∞) × R, òî÷êà
x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Ôóíêöèè |f(x, m)| è |f ′m(x, m)| ïðè x > 1 ìîæ-
íî îöåíèòü ñâåðõó ÷åðåç e−αx + e−βx, ïîýòîìó íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî Ëåéáíèöà:

I ′(m) =

+∞∫
0

(e−αx − e−βx) cos mx dx =

=
−α cos mx + m sin mx

α2 + m2 e−αx

∣∣∣∣+∞
0

+
−β cos mx + m sin mx

β2 + m2 e−βx

∣∣∣∣+∞
0

=

=
α

α2 + m2 −
β

β2 + m2 .

Îòñþäà I(m) = arctg m
α − arctg m

β + C. Ïîäñòàâëÿÿ m = 0, ïîëó÷èì, ÷òî
C = 0. Îòâåò: I(m) = arctg m

α − arctg m
β .


