
ñòð. 1 èç 6

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

2-å çàíÿòèå. Ýéëåðîâû èíòåãðàëû (ôóíêöèè Γ è B)

Îïðåäåëåíèÿ ãàììà-ôóíêöèè è áåòà-ôóíêöèè:

Γ(x) =

+∞∫
0

tx−1e−t dt. B(x, y) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1 dt.

3841 Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Γ(x) íåïðåðûâíà è îáëàäàåò íåïðåðûâíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ â îáëàñòè x > 0.

A1 Äîêàçàòü ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ: Γ(x + 1) = xΓ(x).

A2 Âû÷èñëèòü Γ(1), Γ(2), Γ(3), Γ(4), Γ(n).

Ñâÿçü ìåæäó B- è Γ-ôóíêöèåé, ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè (áåç
äîê-âà):

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
. Γ(x)Γ(1− x) =

π

sin πx
.

A3 Âû÷èñëèòü Γ(1/2), Γ(3/2), Γ(5/2), Γ(7/2), Γ
(
n + 1

2

)
.

A4 Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå B-ôóíêöèè (äîêàçàòü äîìà):

B(x, y) =

+∞∫
0

ux−1

(1 + u)x+y
du.

Ñ ïîìîùüþ ýéëåðîâûõ èíòåãðàëîâ âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

3844

a∫
0

x2
√

a2 − x2 dx (a > 0). 3845

+∞∫
0

4
√

x

(1 + x)2 dx.

3856

π/2∫
0

sinm x cosn x dx.

3862

+∞∫
0

xpe−ax ln x dx (a > 0). 3863

+∞∫
0

xp−1 ln x

1 + x
dx.



ñòð. 2 èç 6

Äîìàøíåå çàäàíèå � 2

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

3842 Äîêàçàòü, ÷òî áåòà-ôóíêöèÿ B(x, y) íåïðåðûâíà è îáëàäàåò ïðî-
èçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ â îáëàñòè x > 0, y > 0.

A1 Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå Γ(1/2), íå ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äîïîëíåíèÿ.
Ïîäñêàçêà: ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ñâåñòè ê èíòåãðàëó Ïóàññîíà.

A2 Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííîé äîêàçàòü ôîðìóëó:

B(x, y) =

+∞∫
0

ux−1

(1 + u)x+y
du.

3843

1∫
0

√
x− x2 dx. 3846

+∞∫
0

dx

1 + x3 .

3847

+∞∫
0

x2 dx

1 + x4 . 3848

π/2∫
0

sin4 x · cos4 x dx.

3849

1∫
0

dx
n
√

1− xn
(n > 1). 3850

+∞∫
0

x2ne−x2

dx (n ∈ Z, n > 0).

3857

π/2∫
0

tgn x dx. 3861

1∫
0

(
ln

1

x

)p

dx.

3864

+∞∫
0

xp−1 ln2 x

1 + x
dx. 3864.1

+∞∫
0

x ln x

1 + x3 dx.



ñòð. 3 èç 6

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

2-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Ýéëåðîâû èíòåãðàëû (Γ- è B-ôóíêöèè)

3841 Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Γ(x) íåïðåðûâíà è îáëàäàåò íåïðåðûâíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ â îáëàñòè x > 0.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó îò ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè ðàâíà

fn(t, x) = tx−1 lnn t · e−t.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë
∫ +∞

0 fn(t, x) dt ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
íà ëþáîì èíòåðâàëå âèäà (a, b), ãäå 0 < a < b < +∞, òàê êàê îáúåäè-
íåíèå òàêèõ èíòåðâàëîâ ðàâíî (0, +∞). Èìååòñÿ äâå îñîáûå òî÷êè: 0 è
+∞. Òî÷êîé 1 ðàçîáü¼ì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íà äâà íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëà, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðèìåíèì ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà:

|tx−1 lnn t · e−t|
t61
6

(
1

t

)1−x

lnn 1

t
6

1

t1−a
· 1

ta/2 6
1

t1−a/2 .

|tx−1 lnn t · e−t|
t>x0>1

6 tb · tn · 1

tn+b+2 6
1

t2
.

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ëîãàðèôì ðàñò¼ò ìåä-
ëåííåå, ÷åì ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, à ñòåïåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàñò¼ò ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíòà.

A1 Äîêàçàòü ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ: Γ(x + 1) = xΓ(x).
Ðåøåíèå. Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

Γ(x + 1) =

+∞∫
0

tx e−t dt =

[
u = tx, dv = e−t dt

du = xtx−1 dx, v = −e−t

]
=

= −txe−t
∣∣+∞
0 +

∫
xtx−1e−t dt = xΓ(x).

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà lim
t→+∞

txe−t âîñïîëüçîâàëèñü òåì ôàêòîì, ÷òî íà

áåñêîíå÷íîñòè ýêñïîíåíòà ðàñò¼ò áûñòðåå, ÷åì ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.

A2 Âû÷èñëèòü Γ(1), Γ(2), Γ(3), Γ(4), Γ(n).
Ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Γ(1) èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå:

Γ(1) =

+∞∫
0

t0e−t dt = e−t
∣∣0
+∞ = 1.



ñòð. 4 èç 6

Äàëåå èñïîëüçóåì ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ:

Γ(2) = Γ(1 + 1) = 1 · Γ(1) = 1,

Γ(3) = Γ(2 + 1) = 2 · Γ(2) = 2,

Γ(4) = Γ(3 + 1) = 3 · Γ(3) = 6.

Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

Γ(n) = (n− 1)!.

A3 Âû÷èñëèòü Γ(1/2), Γ(3/2), Γ(5/2), Γ(7/2), Γ
(
n + 1

2

)
.

Ðåøåíèå. Γ(1/2) ïðîùå âñåãî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äîïîëíå-
íèÿ (ïðè x = 1/2):

Γ(1/2) · Γ(1/2) =
π

sin π
2

= π,

îòêóäà Γ(1/2) =
√

π. Äàëåå èñïîëüçóåì ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ:

Γ(3/2) =
1

2
· Γ(1/2) =

1

2
·
√

π;

Γ(5/2) =
3

2
· Γ(3/2) =

1 · 3
22 ·

√
π;

Γ(7/2) =
5

2
· Γ(5/2) =

1 · 3 · 5
23 ·

√
π.

Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

Γ(n + 1/2) =
(2n− 1)!!

2n
·
√

π (n ∈ Z, n > 0).

A4 Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå B-ôóíêöèè (äîêàçàòü äîìà):

B(x, y) =

+∞∫
0

ux−1

(1 + u)x+y
du.

Ïîäñêàçêà. Â èíòåãðàëå, îïðåäåëÿþùåì B-ôóíêöèþ, ñäåëàòü çàìåíó t =
u

1+u .

Ñ ïîìîùüþ ýéëåðîâûõ èíòåãðàëîâ âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:



ñòð. 5 èç 6

3844

a∫
0

x2
√

a2 − x2 dx (a > 0).

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó x = a
√

t, dx = a dt
2
√

t
:

a∫
0

x2
√

a2 − x2 dx =
a4

2

1∫
0

t1/2(1− t)1/2 dt =
a4

2
B(3/2, 3/2) =

= a4 · Γ(3/2)2

2Γ(3)
=

πa4

16
.

3845

+∞∫
0

4
√

x

(1 + x)2 dx.

Ðåøåíèå. Ñðàâíèâàÿ ñ äðóãèì ïðåäñòàâëåíèåì B-ôóíêöèè, âèäèì, ÷òî
íàø èíòåãðàë ðàâåí

B(5/4, 3/4) =
Γ(5/4)Γ(3/4)

Γ(2)
=

1

4
· Γ(1/4)Γ(3/4).

Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ:

=
1

4
· π

sin π
4

=
π ·

√
2

4
.

3856

π/2∫
0

sinm x cosn x dx.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà åñòåñòâåííî ñäåëàòü çàìåíó z = sin x. Ïðè ýòîì îäèí
êîñèíóñ îòäåëÿåì äëÿ äèôôåðåíöèàëà:

I =

1∫
0

zm(
√

1− z2)n−1 dz.

Òåïåðü äåëàåì çàìåíó t = z2, îòäåëÿÿ îäèí z äëÿ äèôôåðåíöèàëà:

I =
1

2

1∫
0

t
m−1

2 (1− t)
n−1

2 dt =
1

2
B

(
m + 1

2
,
n + 1

2

)
.



ñòð. 6 èç 6

Èç îïðåäåëåíèÿ B-ôóíêöèè ïîÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ m > −1, n > −1.

3863

+∞∫
0

xp−1 ln x

1 + x
dx.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåãðàë ÷åðåç I(p). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I(p) =
F ′(p), ãäå

F (p) =

+∞∫
0

xp−1 dx

1 + x
= B(p, 1− p) =

Γ(p)Γ(1− p)

Γ(1)
=

π

sin pπ
.

Èç îïðåäåëåíèÿ B-ôóíêöèè ïîëó÷àåì óñëîâèå 0 < p < 1. Äàëåå,

I(p) = F ′(p) = −π2 cos pπ

sin2 pπ
.


