
ñòð. 1 èç 10

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð
5-å çàíÿòèå. Ïîòåíöèàë ïîëÿ.
Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

A1 Íàéòè ïîòåíöèàë ïîëÿ
(

y
x2+y2 ,− x

x2+y2

)
â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì

{(x, y) : y = 0, x > 0},
ïðèíèìàþùèé â òî÷êå (−1, 0) çíà÷åíèå 0.
A2 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Íàéòè ñîïðÿæ¼í-
íóþ ê íåé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè x > 0:

u = x2 − y2 − 3y +
1

2
ln(x2 + y2).

Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè óêàçàííîãî âèäà (îò-
ëè÷íûå îò ïîñòîÿííîé), è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íàéòè èõ.
1.169 u = ϕ(x). 1.171 u = ϕ(y/x).

1.1 Âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ: 2) 1− i

1 + i
, 4) (1 + i

√
3)3.

1.2 Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

2) − 2; 4) − 1− i; 6) 2− 5i; 8) − 2− 5i.

A3 Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

a + bi (a 6= 0), 1 + cos ϕ + i sin ϕ (|ϕ| < π).

A4 Äîêàçàòü, ÷òî Re(z1z̄2) 6 |z1| · |z2| äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C.
≈ 1.7, 1) Äîêàçàòü ïîëóàääèòèâíîñòü àáñîëþòíîé âåëè÷èíû (íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà):

|z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.
≈ 1.9 Äîêàçàòü òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà è âûÿñíèòü åãî ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë:

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2).

1.4 Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ êîðíåé è ïîñòðîèòü èõ:

1)
3
√

1; 3) 4
√−1; 5)

8
√

1; 7)
√

3 + 4i.
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Äîìàøíåå çàäàíèå � 5
Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

A1 Íàéòè ïîòåíöèàë ïîëÿ
(

y
x2+y2 ,− x

x2+y2

)
â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì

{(x, y) : y = −x, x 6 0},
ïðèíèìàþùèé â òî÷êå (0,−1) çíà÷åíèå 0.
Ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, è íàéòè
ñîïðÿæ¼ííûå ê íèì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè (â óêàçàííîé îáëàñòè):
A2 u(x, y) = arctg

y

x
(x > 0).

A3 u(x, y) = x3 − 3xy2 +
y

x2 + y2 (x2 + y2 6= 0).

Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè óêàçàííîãî âèäà (îò-
ëè÷íûå îò ïîñòîÿííîé), è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íàéòè èõ.
1.170 u = ϕ(ax + by) (a, b ∈ R). 1.171 u = ϕ(y/x).
1.172 u = ϕ(xy). 1.173 u = ϕ(x2 + y2).

1.1 Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ: 1) 1

i
; 3) 2

1− 3i
.

1.2 Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

1) 3i; 3) 1 + i; 5) 2 + 5i; 7) − 2 + 5i; 9) bi (b 6= 0).

1.4 Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ êîðíåé è ïîñòðîèòü èõ:

2)
3
√

i; 4) 6
√−8; 6)

√
1− i; 8) 3

√−2 + 2i; 9) 5
√−4 + 3i.

A4 Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ:

z1 + z2 = z̄1 + z̄2, z1z2 = z̄1 · z̄2,

(
z1

z2

)
=

z̄1

z̄2
.

1.7, 2) Âûâåñòè èç 1.7, 1), ÷òî |z1− z2| > ||z1|− |z2||. Îáúÿñíèòü ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî íåðàâåíñòâà.
1.10 Äîêàçàòü òîæäåñòâî

|1− z̄1z2|2 − |z1 − z2|2 = (1− |z1|2)(1− |z2|2).
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Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð
5-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò. Ïîòåíöèàë ïîëÿ.
Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

A1 Íàéòè ïîòåíöèàë ïîëÿ
(

y
x2+y2 ,− x

x2+y2

)
â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì

{(x, y) : y = 0, x > 0},

ïðèíèìàþùèé â òî÷êå (−1, 0) çíà÷åíèå 0.
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàõîäèì îáùèé âèä ïîòåíöèàëà ñ òî÷íîñòüþ äî êîí-
ñòàíòû, êàê ýòî óæå äåëàëîñü ðàíüøå:

u(x, y) = − arctg
y

x
+ C.

Òåïåðü çàìå÷àåì, ÷òî äàííûé â óñëîâèè ðàçðåç è ïðÿìàÿ x = 0, íà êî-
òîðîé òåðïèò ðàçðûâ ôóíêöèÿ − arctg(y/x), ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 3
÷àñòè:

D1 = {(x, y) : x > 0, y > 0},
D2 = {(x, y) : x < 0},
D3 = {(x, y) : x > 0, y < 0},

è â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé ñëàãàåìîå C ìîæåò áûòü ñâîèì:

u(x, y) = − arctg
y

x
+ Ck (x ∈ Dk).

×èñëà Ck íóæíî ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
u(−1, 0) = 0 è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè u(x, y) íà ëèíèÿõ ðàçðûâà ôóíê-
öèè − arctg(y/x).

Èç óñëîâèÿ u(−1, 0) = 0 íàõîäèì C2 = 0.
Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå arctg(y/x) â òî÷êå (ρ cos ϕ, ρ sin ϕ), ãäå ρ > 0,

ðàâíî {
ϕ, ϕ ∈ (−π/2, π/2);

ϕ− π, ϕ ∈ (π/2, 3π/2).

Âàæíî, ÷òî åñëè â îáëàñòè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè arctg(y/x) èçìåíèòü
ϕ íà êàêóþ-òî âåëè÷èíó ∆ϕ, òî íà òàêóþ æå âåëè÷èíó èçìåíèòñÿ çíà÷å-
íèå ôóíêöèè arctg(y/x). Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ôóíêöèè u(x, y) ïðè
ýòîì èçìåíèòñÿ íà −∆ϕ. Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè îò ëó÷à ϕ = π ê
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ëó÷ó ϕ = 3π
2 çíà÷åíèå ϕ óâåëè÷èòñÿ íà π/2, ïîýòîìó çíà÷åíèå u(x, y)

óìåíüøèòñÿ íà π/2 è ñòàíåò ðàâíî −π
2 .

x

y

(−1, 0)

D1

D2

D3

u = 0
u

=
−

π 2
u

=
π 2

u = −π

u = π

Ðàññóæäàÿ òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì: u(0, y) = π
2 ïðè y > 0, u(0, y) = −π

2
ïðè y < 0, u(x, +0) = π ïðè x > 0 è u(x,−0) = −π ïðè x > 0.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì C1 = π è C3 = −π.
Îòâåò:

u(x, y) =





− arctg(y/x) + π, x > 0, y > 0;
π
2 , x = 0, y > 0;

− arctg(y/x), x < 0;

−π
2 , x = 0, y < 0;

− arctg(y/x)− π, x > 0, y < 0.

Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ ðàçðåçà ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ.
A2 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Íàéòè ñîïðÿæ¼í-
íóþ ê íåé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè x > 0:

u = x2 − y2 − 3y +
1

2
ln(x2 + y2).
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Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïåðâûå è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

u′x = 2x +
x

x2 + y2 , u′y = −2y − 3 +
y

x2 + y2 ,

u′′xx = 2 +
y2 − x2

(x2 + y2)2 , u′′yy = −2 +
x2 − y2

(x2 + y2)2 .

Âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà u′′xx +
u′′yy = 0, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Ñîïðÿæ¼ííóþ ê íåé ôóíêöèþ
v(x, y) íàõîäèì èç óðàâíåíèé Êîøè-Ðèìàíà: u′x = v′y, u′y = −v′x:

{
v′x = 2y + 3− y

x2+y2 ,

v′y = 2x + x
x2+y2 .

Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ïî y, íàõîäèì v(x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðî-
èçâîëüíîãî ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî îò x:

v(x, y) = 2xy + arctg
y

x
+ C(x).

Äèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî x è ïðèðàâíèâàåì ê èçâåñò-
íîé ôóíêöèè v′x:

2y +
1

1 + y2

x2

·
(
− y

x2

)
+ C ′(x) = 2y + 3− y

x2 + y2 .

Îòñþäà C ′(x) = 3 è C(x) = 3x + C.
Îòâåò: v(x, y) = 2xy+3x+arctg y

x +C. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà òîëüêî â îáëàñòè x > 0 (èëè â îáëàñòè x < 0). ×òîáû ñäåëàòü
ôóíêöèþ íåïðåðûâíîé íà ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì â âèäå ëó÷à, ïðèøëîñü
áû ïîäáèðàòü êîíñòàíòó îòäåëüíî â êàæäîé îáëàñòè, êàê áûëî ïîêàçàíî
â çàäà÷å A1.

Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè óêàçàííîãî âèäà
(îòëè÷íûå îò ïîñòîÿííîé), è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íàéòè èõ.
1.169 u = ϕ(x).
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïåðâûå è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

u′x = ϕ′(x), u′y = 0, u′′xx = ϕ′′(x), u′′yy = 0.

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå Ëàïëàñà (u′′xx + u′′yy = 0):

ϕ′′(x) = 0.
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Îòñþäà ϕ′(x) = C1 è ϕ(x) = C1x + C2.
Îòâåò: ϕ(x) = C1x + C2.
1.171 u = ϕ(y/x).
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïåðâûå è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

u′x = ϕ′(y/x) ·
(
− y

x2

)
, u′′xx = ϕ′′(y/x) ·

(
y2

x4

)
+ ϕ′(y/x) · 2y

x3 ;

u′y = ϕ′(y/x) · 1

x
, u′′yy = ϕ′′(y/x) · 1

x2 .

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå Ëàïëàñà:

ϕ′′(y/x) ·
(

y2

x4 +
1

x2

)
+ ϕ′(y/x) · 2y

x3 .

Óìíîæàåì óðàâíåíèå íà x2 è äåëàåì çàìåíó t = y/x:

(t2 + 1)ϕ′′(t) + 2tϕ′(t) = 0.

Ðåøàåì êàê óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ϕ′:

ϕ′′(t)
ϕ′(t)

= − 2t

t2 + 1
; ln |ϕ′(t)| = − ln(t2 + 1) + C; ϕ′(t) =

C1

t2 + 1
.

Èíòåãðèðóÿ åù¼ ðàç, íàõîäèì ϕ(t).
Îòâåò: ϕ(t) = C1 arctg t + C2.
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Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Âñïîìèíàåì, ÷òî |z|2 = z · z̄. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z = x+yi, ãäå x, y ∈ R,
òî

|z|2 = x2 + y2, z · z̄ = (x + yi)(x− yi) = x2 − y2i2 = x2 + y2.

1.1 Âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ: 2) 1− i

1 + i
, 4) (1 + i

√
3)3.

Ðåøåíèå.

2)
1− i

1 + i
=

(1− i)2

|1 + i|2 =
1− 2i− 1

2
= −i.

4) (1 + i
√

3)3 = (2eiπ/3)3 = 8eiπ = −8.

Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà Ýéëåðà eiπ = −1.
Ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå. Ôîðìóëó Ýéëåðà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

eiπ + 1 = 0.

Ýòà ôîðìóëà ñâÿçûâàåò ñàìûå ãëàâíûå êîíñòàíòû: 0, 1, e, π, i.
1.2 Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

2) − 2; 4) − 1− i; 6) 2− 5i; 8) − 2− 5i.

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z =
x + yi � ýòî òàêèå ÷èñëà ρ > 0 è ϕ ∈ R, ÷òî

z = ρ(cos ϕ + i sin ϕ).

Îòñþäà ρ íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî (ρ =
√

x2 + y2) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |z|.
Ïðè z = 0 àðãóìåíò z íå îïðåäåë¼í, à ïðè z 6= 0 íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû

{
cos ϕ = x

ρ ,

sin ϕ = y
ρ

è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π. Àðãóìåíò ìîæ-
íî òàêæå íàõîäèòü èç óñëîâèÿ tg ϕ = y/x, ó÷èòûâàÿ ÷åòâåðòü, â êîòîðîé
ëåæèò òî÷êà (x, y). ×åðåç Arg z áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæ-
íûõ àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.

2) Ïóñòü z = −2. Òîãäà |z| = 2 è Arg z = π + 2kπ, k ∈ Z.
4) Ïóñòü z = −1 − i. Òîãäà |z| =

√
2. Èç ðèñóíêà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

Arg z = −3π
4 + 2kπ, k ∈ Z.
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6) Ïóñòü z = 2− 5i. Òîãäà |z| = √
29. Ïîñêîëüêó tg ϕ = −5

2 è z ëåæèò
â ÷åòâ¼ðòîé ÷åòâåðòè, òî ϕ = − arctg 5

2 + 2kπ, k ∈ Z.
8) Ïóñòü z = −2− 5i. Òîãäà |z| = √

29, tg ϕ = 5
2 è z ëåæèò â òðåòüåé

÷åòâåðòè. Ïî îïðåäåëåíèþ àðêòàíãåíñà, arctg 5
2 ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè.

×òîáû ïîëó÷èòü íóæíûé óãîë, ïðèáàâëÿåì π: Arg z = arctg 5
2 + π +

2kπ.
A3 Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

a + bi (a 6= 0), 1 + cos ϕ + i sin ϕ (|ϕ| < π).

Ðåøåíèå. 1. Åñëè a + bi = ρ(cos ϕ + i sin ϕ), òî ρ =
√

a2 + b2, tg ϕ = b
a .

Îòñþäà

Arg z =

{
arctg b

a + 2kπ (k ∈ Z), a > 0;

arctg b
a + π + 2kπ (k ∈ Z), a < 0.

2. Ñâîäèì ê ïîëîâèííîìó óãëó:

1 + cos ϕ + i sin ϕ = 2 cos2 ϕ

2
+ 2 sin

ϕ

2
cos

ϕ

2
=

= 2 cos
ϕ

2

(
cos

ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
.

Èç óñëîâèÿ íà ϕ âûòåêàåò, ÷òî |ϕ/2| < π/2 è cos(ϕ/2) > 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, |z| = cos ϕ

2 , Arg z = ϕ
2 + 2kπ (k ∈ Z).

A4 Äîêàçàòü, ÷òî Re(z1z̄2) 6 |z1| · |z2| äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî Re(z) 6 |z| äëÿ ëþáîãî z èç C. Ïîäñòàâëÿÿ z =
z1z̄2, ïîëó÷àåì òî, ÷òî íóæíî.
≈ 1.7, 1) Äîêàçàòü ïîëóàääèòèâíîñòü àáñîëþòíîé âåëè÷èíû (íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà):

|z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî |z1 + z2|2 6 (|z1| + |z2|)2.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé |z|2 = z · z̄:

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) =

= |z1|2 + z1 · z̄2 + z̄1 · z2 + |z2|2.
Çàìåòèì, ÷òî z1 · z̄2 è z̄1 · z2 � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èõ ñóììà ðàâíà 2 Re(z1 · z̄2). Òàêèì îáðàçîì,

|z1 + z2|2 = |z1|2 + 2 Re(z1 · z̄2) + |z2|2 6
6 |z1|2 + 2|z1| · |z2|+ |z2|2 = (|z1|+ |z2|)2.
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≈ 1.9 Äîêàçàòü òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà è âûÿñíèòü åãî ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë:

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2).
Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè |z|2 = z · z̄ è z1z̄2 + z̄1z2 = 2 Re(z1z̄2),
ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü:

|z1 + z2|2 = |z1|2 + 2 Re(z1 · z̄2) + |z2|2 + |z1|2 − 2 Re(z1 · z̄2) + |z2|2 =

= 2(|z1|2 + |z2|2).
Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè z1 è z2 � âåêòîðû ñòîðîí ïàðàë-
ëåëîãðàììà, òî z1 + z2 è z1 − z2 � âåêòîðû äèàãîíàëåé. Òàêèì îáðàçîì,
òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà èìååò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:
ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà óäâîåííîé ñóììå
êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí.
1.4 Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ êîðíåé è ïîñòðîèòü èõ:

1)
3
√

1; 3) 4
√−1; 5)

8
√

1; 7)
√

3 + 4i.

Ðåøåíèå. Â ïðèìåðàõ 1), 3), 5) óäîáíî èñêàòü êîðåíü â òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìå: z = ρ(cos ϕ + i sin ϕ). Äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü èñïîëüçóåì
ôîðìóëó Ìóàâðà: zn = ρn(cos nϕ + i sin nϕ).

1. z3 = 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ρ3 = 1, 3ϕ = 0+2kπ (k ∈ Z). Îòñþäà ρ = 1,
ϕ = 2kπ

3 (k ∈ Z). Ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ êîðíÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè k = 0, 1, 2.
Ìîæíî ïåðåéòè è ê àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:

z0 = cos 0 + i sin 0 = 1,

z1 = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i,

z2 = cos
2π

3
− i sin

2π

3
= −1

2
−
√

3

2
i.

3. z4 = −1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ρ4 = 1, 4ϕ = π + 2kπ (k ∈ Z). Ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ êîðíÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè k = 0, 1, 2, 3.

zk = cos
(π

4
+ k · π

2

)
+ i sin

(π

4
+ k · π

2

)
(k = 0, 1, 2, 3).

5. z8 = 1.

zk = cos
kπ

4
+ i sin

kπ

4
(k = 0, . . . , 7).
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7. z2 = 3 + 4i. Â ýòîì ïðèìåðå óãëû ¾ïëîõèå¿, è ëó÷øå èñêàòü z
â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå: z = x + yi. Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è
ìíèìûå ÷àñòè ÷èñåë (x + yi)2 è 3 + 4i, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

{
x2 − y2 = 3,
2xy = 4.

Ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Âîçâîäÿ êàæ-
äîå èç óðàâíåíèé â êâàäðàò è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x4 + 2x2y2 + y4 = 25, ò. å. x2 + y2 = 5.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå x2 − y2 = 3, ïîëó÷èì:

x2 = 4, y2 = 1.

Íî ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò áûëà íàðóøåíà ðàâíîñèëüíîñòü. Ïðè âû-
áîðå çíàêîâ x è y íóæíî ó÷èòûâàòü óñëîâèå 2xy = 4. Ïîëó÷àåì äâà
êîðíÿ:

z0 = 2 + i, z1 = −2− i.


