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8-å çàíÿòèå. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ýêñïîíåíòà

A1 Ïóñòü α ∈ C, |α| = 1, β > 0. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ñîîòíîøåíèÿ Re(ᾱz) = β.

A2 Ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðÿìûõ â âèäå Re(ᾱz) = β, ãäå
α ∈ C, |α| = 1, β > 0:

1) x + y − 3 = 0, 2) 5x− 12y + 3 = 0.

1.35, 1) Re
1

z
= C (C ∈ R). Ðèñóíêè äëÿ C = −2, C = 1

2 , C = 0.

1.40, 1) Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëà êîîð-

äèíàò äî òî÷åê çàäàííîé ëèíèè (a > 0):
∣∣z + 1

z

∣∣ = a.

1.41 Ôóíêöèÿ arg z îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî âî âñÿêîé òî÷êå z 6= 0, åñëè
ïîëîæèòü |z| − 2π < arg z 6 |z|. Êàêîâî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â
êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îïðåäåë¼ííîé òàêèì îáðàçîì ôóíê-
öèè arg z?

A3 Ïóñòü f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arg z,
îïðåäåë¼ííàÿ â ïëîñêîñòè C ñ ðàçðåçîì arg(z) = −π

3 . Íàéòè f(0), åñ-
ëè f(−i) = −π

2 .

A4 Ïóñòü f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arg z,
îïðåäåë¼ííàÿ â ïëîñêîñòè C ñî ñëåäóþùèì ðàçðåçîì:

z =

{
teit, t ∈ [0, 5π/2];

it, t ∈ [5π/2, +∞).

Íàéòè f(10 + 10i) è f(i), åñëè f(1) = 2π.

≈ 1.58 Èç ôîðìóëû ex+iy = ex(cos y + i sin y) âûâåñòè, ÷òî
1) ez1 · ez2 = ez1+z2;
2) ez+2πi = ez;
3) åñëè ez+ω = ez ïðè âñÿêîì z, òî ω = 2πki, ãäå k ∈ Z.
1.60 Íàéòè e±πi/2, ekπi (k ∈ Z).
1.61 Íàéòè ìîäóëè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
e2+i, e2−3i, e3+4i, e−3−4i, −aeiϕ (a > 0, |ϕ| 6 π); e−iϕ (|ϕ| 6 π); eiα − eiβ

(0 6 β < α 6 2π).

1.62: 3), 4) Íàéòè ñóììû:

cos x + cos 3x + . . . + cos(2n− 1)x, sin x + sin 3x + . . . + sin(2n− 1)x.
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A1 Ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðÿìûõ â âèäå Re(ᾱz) = β, ãäå
α ∈ C, |α| = 1, β > 0:

1) x− y − 2 = 0; 2) 3x− 4y − 2 = 0; 3) x +
√

3y + 6 = 0.

≈ 1.18 Ïóñòü z1, z2, z3 � òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè. Äîêàçàòü, ÷òî

óñëîâèå Re
z3 − z1

z2 − z1
= 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

1.35, 2) Im
1

z
= C (C ∈ R). Ðèñóíêè äëÿ C = 4, C = −1

4 , C = 0.

1.40, 2), êîíêðåò. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèÿ îò íà-

÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷åê çàäàííîé ëèíèè (a > 0):
∣∣z + 4

z

∣∣ = a.

1.42 Êàêîâî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè arg z, îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîé ïðè ëþáîì z 6= 0
íåðàâåíñòâàìè ln |z| − 2π < arg z 6 ln |z|?
1.59 Ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå ÷èñëà 1, −1, i, −i, 1+ i, 1− i,
−1 + i, −1− i.

1.62, 1), 2), 5) Íàéòè ñóììû:

1 + cos x + cos 2x + . . . + cos nx, sin x + sin 2x + . . . + sin nx,

sin x− sin 2x + . . . + (−1)n−1 sin nx.

1.63 Íàéòè ñóììû:
1) cos α + cos(α + β) + . . . + cos(α + nβ);
2) sin α + sin(α + β) + . . . + sin(α + nβ).

1.64 Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé è ñâîéñòâ ýêñ-
ïîíåíòû, äîêàçàòü:
1) sin2 z + cos2 z = 1; 2) sin z = cos

(
π
2 − z

)
;

3) sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2;
4) cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2;

5) tg 2z =
2 tg z

1− tg2 z
; 6) ch(z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2.

1.65 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè cos(z + ω) = cos z ïðè âñÿêîì z, òî ω = 2πk
(k ∈ Z).
1.66, 1), 2) Äîêàçàòü, ÷òî sin iz = i sh z, cos iz = ch z.


