
Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

9-å çàíÿòèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ëîãàðèôì. Ñòåïåíü

≈ 1.66, 1) Âûðàçèòü sin ÷åðåç sh. Âûðàçèòü sh ÷åðåç sin.

1.67 Âûðàçèòü ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, à òàêæå
ìîäóëè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

0) eiz 1) sin z; 2) cos z; 3) tg z.

1.61 Íàéòè ìîäóëè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
e2+i, e2−3i, e3+4i, e−3−4i, −aeiϕ (a > 0, |ϕ| 6 π); e−iϕ (|ϕ| 6 π); eiα − eiβ

(0 6 β < α 6 2π).

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å äàíà êðèâàÿ γ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçà-
öèè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íà γ íåïðåðûâíóþ âåòâü arg(z) ìíîãîçíà÷-
íîé ôóíêöèè Arg z, ïðèíèìàþùóþ çàäàííîå çíà÷åíèå â óêàçàííîé òî÷êå
êðèâîé:

A1 z(t) = 1− eit, 0 6 t 6 2π. Íàéòè arg(z(t)), åñëè arg(0) = 3π
2 .

A2 Âû÷èñëèòü Ln(−4), Ln(−i), Ln(−3 + 7i).

A3 Ïóñòü z(t), ãäå t ∈ [0, 2π] � êàíîíè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêî-
òîðîé îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, z(t) = 2eit), z0 � òî÷êà, ëåæàùàÿ âíóòðè
ýòîé îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, z0 = i), f(t) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ôóíê-
öèè Arg(z(t)− z0), çàäàííàÿ íà [0, 2π], ò. å. ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà íà
[0, 2π] è f(t) ∈ Arg(z(t)−z0) äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 2π]. Íàéòè f(2π)−f(0).

≈ 1.73 Ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå Im f(z) ïðè z = 2 ïðèíÿòî ðàâíûì
íóëþ. Òî÷êà z äåëàåò îäèí ïîëíûé îáîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0 è âîçâðàùàåòñÿ â òî÷êó z = 2.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî f(z) èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïðè äâèæåíèè òî÷êè z, óêàçàòü
çíà÷åíèå Im f(z) ïîñëå óêàçàííîãî îáîðîòà, åñëè:

a) f(z) = 3 Ln z; b) f(z) = Ln z + Ln(z − 1).

1.74, 3), 5), 8) Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ñòåïåíåé:

3) 2i, 5) ii, 8) (−3 + 4i)1+i.
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Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ äàíà êðèâàÿ γ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïàðàìåòðè-
çàöèè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íà γ íåïðåðûâíóþ âåòâü arg(z) ìíîãîçíà÷-
íîé ôóíêöèè Arg z, ïðèíèìàþùóþ çàäàííîå çíà÷åíèå â óêàçàííîé òî÷êå
êðèâîé:

A1 z(t) = −i + ieit, 0 < t < 2π. Íàéòè arg(z(t)), åñëè arg(−2i) = −π
2 .

A2 z(t) = −1− eit, −π < t < π. Íàéòè arg(z(t)), åñëè arg(−1− i) = 5π
4 .

1.67 Âûðàçèòü ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, à òàêæå
ìîäóëè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: 4) sh z; 5) ch z; 6) th z.

1.69 Äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé ez, cos z, sin z, tg z, ch z, cth z íàéòè ìíî-
æåñòâî òî÷åê z, ãäå îíà ïðèíèìàåò: 1) äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ; 2) ÷èñòî
ìíèìûå çíà÷åíèÿ.

1.71 Âû÷èñëèòü: Ln 4, Ln(−1), ln(−1); Ln i, ln i;
Ln 1+i√

2
, Ln 1−i√

2
; Ln(2− 3i), Ln(−2 + 3i).

1.73 (Ñì. çàäàíèå â êëàññíîé ðàáîòå.)

1) f(z) = 2 Ln z; 2) f(z) = Ln
1

z
;

3) f(z) = Ln z − Ln(z + 1); 4) f(z) = Ln z + Ln(z + 1).

A3 Ïóñòü z(t), ãäå t ∈ [0, 2π] � êàíîíè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêîòî-
ðîé îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, z(t) = eit), z0 � òî÷êà, ëåæàùàÿ âíå ýòîé
îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, z0 = −2), f(t) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ôóíêöèè
Arg(z(t)−z0), çàäàííàÿ íà [0, 2π], ò. å. ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà íà [0, 2π]
è f(t) ∈ Arg(z(t)− z0) äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 2π]. Íàéòè f(2π)− f(0).

1.74 Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ñòåïåíåé:

1) 1
√

2, 2) (−2)
√

2, 4) 1−i, 6)

(
1− i√

2

)1+i

, 7) (3− 4i)1+i.

1.77, 6) Äîêàçàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (äëÿ êîðíåé áåðóòñÿ âñå èõ çíà-

÷åíèÿ):

Arsh z = Ln(z +
√

z2 + 1).



Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

9-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ëîãàðèôì. Ñòåïåíü

≈ 1.66, 1) Âûðàçèòü sin ÷åðåç sh. Âûðàçèòü sh ÷åðåç sin.
Ðåøåíèå. Âñïîìèíàåì îïðåäåëåíèÿ sin è sh ÷åðåç exp:

sin z =
eiz − eiz

2i
, sh z =

ez − e−z

2
.

Îòñþäà sin z =
sh iz

i
. Ïîäñòàâëÿÿ iz âìåñòî z è ïîëüçóÿñü íå÷¼òíîñòüþ

sh, ïîëó÷àåì: sin iz = − sh z
i . Îòñþäà sh z = −i sin iz =

sin iz

i
.

Îòâåò: sin z =
sh iz

i
, sh z =

sin iz

i
.

1.67 Âûðàçèòü ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, à òàêæå
ìîäóëè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

0) eiz 1) sin z; 2) cos z; 3) tg z.

Ðåøåíèå. Ïóñòü z = x + yi. Òîãäà

eiz = e−y+xi = e−y · eix = e−y(cos x + i sin x).

Îòñþäà

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

=
e−y(cos x + i sin x)− ey(cos x− i sin x)

2i
=

=
(e−y + ey) sin x

2
+

(e−y − ey) cos x

2i
=

= sin x ch y + i cos x sh y.

Áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá � âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ sin(z1 + z2) è
ôîðìóëàìè sin iy = i sh y, cos iy = ch y:

sin z = sin x cos iy + cos x sin iy = sin x ch y + i cos x sh y.



Îòñþäà

| sin z|2 = sin2 x ch2 y + cos2 x sh2 y =

= sin2 x(sh2 y + 1) + cos2 x sh2 y = sin2 x + sh2 y,

ò. å.

| sin z| =
√

sh2 y + sin2 x.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ cos z:

cos z = cos x ch y − i sin x sh y, | cos z| =
√

sh2 y + cos2 x.

Èç ôîðìóë äëÿ sin z è cos z âûâîäèì ôîðìóëó äëÿ tg z:

th z =
sin x ch y + i cos x sh y

cos x ch y − i sin x sh y
=

=
(sin x ch y + i cos x sh y)(cos x ch y + i sin x sh y)

cos2 x ch2 y + sin2 x sh2 y
=

=
4(sin x cos x + i sh y ch y)

(1 + cos 2x)(1 + ch 2y) + (1− cos 2x)(ch 2y − 1)
=

=
sin 2x + i sh 2y

cos 2x + ch 2y
.

Îòñþäà íåòðóäíî íàéòè | tg z|:

| tg z| =
√

sin2 2x + sh2 2y

cos 2x + ch 2y
.

1.61 Íàéòè ìîäóëè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ óêàçàííûõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë: (. . . ).
Ðåøåíèå.

(1) z = e2+i = e2(cos 1 + i sin 1). Îòñþäà |z| = e2, arg z = 1.
(2) z = e2−3i = e2(cos 3− i sin 3). Îòñþäà |z| = e2, arg z = −3.
(3) z = e3+4i = e2(cos 4+ i sin 4) = e2(cos(4−2π)+ i sin(4−2π)). Îòñþäà

|z| = e2, arg z = 4− 2π.
(4) z = e−3−4i = e−3(cos(−4) + i sin(−4)). Îòñþäà |z| = e−3, arg z =

2π − 4.
(5) z = −aeiϕ, ãäå a > 0, |ϕ| 6 π. Çàìåòèì, ÷òî z = aei(π+ϕ). Îòñþäà

|z| = a, arg z = π + ϕ ïðè −π 6 ϕ 6 0, arg z = ϕ− π ïðè 0 6 ϕ < π,
arg z = π ïðè ϕ = 0.



(6) z = e−iϕ, ãäå |ϕ| 6 π. Çäåñü |z| = 1, arg z = −ϕ ïðè −π 6 ϕ < π,
arg z = π ïðè ϕ = π.

(7) eiα − eiβ, ãäå 0 6 β < α 6 2π. Çäåñü

z = cos α− cos β + i(sin α− sin β) =

= −2 sin
α− β

2
sin

α + β

2
+ 2i sin

α− β

2
cos

α + β

2
=

= 2 sin
α− β

2

(
− sin

α + β

2
+ i cos

α + β

2

)
=

= 2 sin
α− β

2

(
cos

π + α + β

2
+ sin

π + α + β

2

)
.

Îòñþäà |z| = 2 sin α−β
2 , arg z =

π + α + β

2
+ 2kπ, ãäå k ∈ Z âûáèðà-

åòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ α + β òàê, ÷òîáû −π < arg z 6 π.

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å äàíà êðèâàÿ γ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçà-
öèè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íà γ íåïðåðûâíóþ âåòâü arg(z) ìíîãîçíà÷-
íîé ôóíêöèè Arg z, ïðèíèìàþùóþ çàäàííîå çíà÷åíèå â óêàçàííîé òî÷êå
êðèâîé:

A4 z(t) = 1− eit, 0 < t < 2π. Íàéòè arg(z(t)), åñëè f(2) = 0.
Ðåøåíèå. Ïåðåâåä¼ì z(t) â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó:

z(t) = 1− cos t− i sin t = 2 sin
t

2

(
sin

t

2
− i cos

t

2

)
=

= 2 sin
t

2

(
cos

t− π

2
+ i sin

t− π

2

)
.

Îòñþäà arg z(t) = t−π
2 + 2kπ, ãäå k ∈ Z. ×òîáû ôóíêöèÿ ïîëó÷èëàñü

íåïðåðûâíîé, ÷èñëî k äîëæíî áûòü îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ t ∈ (0, 2π).
Òî÷êà z = 2 ïîëó÷àåòñÿ ïðè t = π. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ, íàõîäèì k:
π−π

2 + 2kπ = 0, k = 0.
Ðåêîìåíäóåòñÿ íà ðèñóíêå èçîáðàçèòü êðèâóþ z(t) è ïîäïèñàòü çíà-

÷åíèÿ z(+0), z(π/2), z(π), z(3π/2), z(2π − 0).

Îòâåò: arg z(t) =
t− π

2
.

A5 Âû÷èñëèòü Ln(−4), Ln(−i), Ln(−3 + 7i).
Ðåøåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ Ln ñëåäóåò, ÷òî

Ln z = ln |z|+ i arg z + 2kπi, k ∈ Z,



ãäå arg z � êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå àðãóìåíòà z. Åñëè arg z âûáðàíî èç
ïðîìåæóòêà (−π, π], òî ln r+iϕ íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû
Ln z.

z = −4. Âèäèì, ÷òî |z| = 4, arg z = π. Îòñþäà Ln(−4) = ln 4 + iπ +
2ikπ, k ∈ Z.

z = −i. Çäåñü |z| = 1, arg z = −π
2 . Îòñþäà Ln(−i) = −π

2 · i + 2ikπ,
k ∈ Z.

z = −3+7i. Çäåñü |z| =
√

58, arg z = π−arctg 7
3 . Îòñþäà Ln(−3+7i) =

1
2 ln 58 + πi− i arctg 7

3 + 2ikπ, k ∈ Z.

A6 Ïóñòü z(t), ãäå t ∈ [0, 2π] � êàíîíè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íåêî-
òîðîé îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, z(t) = 2eit), z0 � òî÷êà, ëåæàùàÿ âíóòðè
ýòîé îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, z0 = i), f(t) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ôóíê-
öèè Arg(z(t)− z0), çàäàííàÿ íà [0, 2π], ò. å. ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà íà
[0, 2π] è f(t) ∈ Arg(z(t)−z0) äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 2π]. Íàéòè f(2π)−f(0).
Ðåøåíèå. f(t) � ýòî óãîë, ïîä êîòîðûì ïðîõîäèò ëó÷ èç z0 â z(t). Ãåî-
ìåòðè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå îäíîãî îáõîäà îêðóæíîñòè ýòîò óãîë
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2π. Òàêèì îáðàçîì, f(2π)− f(0) = 2π.

≈ 1.73 Ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå Im f(z) ïðè z = 2 ïðèíÿòî ðàâíûì
íóëþ. Òî÷êà z äåëàåò îäèí ïîëíûé îáîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0 è âîçâðàùàåòñÿ â òî÷êó z = 2.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî f(z) èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïðè äâèæåíèè òî÷êè z, óêàçàòü
çíà÷åíèå Im f(z) ïîñëå óêàçàííîãî îáîðîòà, åñëè:

a) f(z) = 3 Ln z; b) f(z) = Ln(z − i); c) f(z) = Ln z + Ln(z − 1).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíóþ âåòâü Ln z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ln |z| + i arg z, ãäå arg z � íåïðåðûâíàÿ âåòâü àðãóìåíòà. Ïðè ýòîì
ln |z| íå ìåíÿåòñÿ ïîñëå óêàçàííîãî îáîðîòà, à arg z ìåíÿåòñÿ íà 2π. Íà
òàêîå æå çíà÷åíèå èçìåíÿþòñÿ arg(z − i) è arg(z − 1).
Îòâåò: a) 6π; b) 2π; c) 4π.

1.74, 3), 5), 8) Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ñòåïåíåé:

3) 2i, 5) ii, 8) (−3 + 4i)1+i.

Ðåøåíèå. 3) 2i. Íàõîäèì Ln 2: Ln 2 = ln 2 + 2kπ · i. Îòñþäà

2i = exp(−2kπ + i ln 2) = exp(−2kπ)(cos ln 2 + i sin ln 2).

5) ii. Íàõîäèì Ln i: Ln i = π
2 · i + 2kπ · i. Îòñþäà

ii = exp(−π/2− 2kπ).



8) (−3 + 4i)1+i. Ñíà÷àëà íàõîäèì ìîäóëü è àðãóìåíò ÷èñëà −3 + 4i:

| − 3 + 4i| = 5, Arg(−3 + 4i) = π − arctg
4

3
+ 2kπ.

Îòñþäà

(−3 + 4i)1+i = exp((ln 5− i arctg
4

3
+ (2k + 1)π · i)(1 + i)) =

= exp(ln 5 + arctg
4

3
+ (2k + 1)π)·

· exp(i(ln 5− arctg
4

3
+ (2k + 1)π)) =

= −5earctg(4/3)+(2k+1)πe(ln 5−arctg(4/3))i.


