
ñòð. 1 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

11-å çàíÿòèå. Àðêôóíêöèè.

Ëèíèè, çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

A1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a ∈ C \ {0} è n ∈ N, òî âåëè÷èíà exp(n Ln a)

èìååò îäíî çíà÷åíèå, ðàâíîå
n∏

k=1

a. (Âûâîä: äëÿ íàòóðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ

îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ÷åðåç ëîãàðèôì è ýêñïîíåíòó ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì
îïðåäåëåíèåì.)

≈ 1.76 Ñîâïàäàþò ëè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé a2b, (ab)2, (a2)b? Ðàññìîòðåòü
ïðèìåð a = −1, b = 1/2.

1.77, 6), 3) Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (äëÿ êîðíåé áåðóòñÿ âñå èõ
çíà÷åíèÿ):

Arsh z = Ln(z +
√

z2 + 1), Arctg z =
i

2
Ln

i + z

i− z
=

1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
.

A2 Âû÷èñëèòü: Arsh(i
√

2), Arctg
√

3, Arctg(1 + 2i).

1.82, 1) Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin z + cos z = 2.

Îïðåäåëèòü ëèíèè, óêàçàííûå ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

109 z = 1− it, 0 6 t 6 2.

111 z = t2 + it4, t ∈ R.

113 z = t +
i

t
, −∞ < t < 0.

1.114, 1) z = t + i
√

1− t2, −1 6 t 6 1.

1.115 1) z = a(t + i− ie−it), t ∈ R, a > 0.

116 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = z2 òðåáóåòñÿ:
1) íàéòè îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y, |z| = R, arg z = α è

âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
2) íàéòè ïðîîáðàçû (íà z-ïëîñêîñòè) ëèíèé u = C, v = C (w = u+ iv).



ñòð. 2 èç 7

Äîìàøíåå çàäàíèå � 11

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

1.75 Ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè (α =
m/n, ãäå m è n âçàèìíî ïðîñòûå) îáùåå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè zα ñîâïà-
äàåò ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì: zm/n = ( n

√
z)m. Â ÷àñòíîñòè, zm/n èìååò

ðîâíî n çíà÷åíèé.

1.77 Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (äëÿ êîðíåé áåðóòñÿ âñå èõ çíà÷å-
íèÿ):

1) Arccos z = −i Ln(z +
√

z2 − 1); 5) Arch z = Ln(z +
√

z2 − 1);

2) Arcsin z = −i Ln i(z +
√

z2 − 1); 7) Arth z =
1

2
Ln

1 + z

1− z
.

1.78 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ Arccos z ìîæíî ïîäîáðàòü
òàêîå çíà÷åíèå Arcsin z, ÷òîáû ñóììà ýòèõ çíà÷åíèé áûëà ðàâíà π/2.
Äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ Arctg z è Arcctg z.

1.81 Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1) Arcsin
1

2
; 2) Arccos

1

2
; 3) Arccos 2; 4) Arcsin i; 7) Arth(1− i).

1.82 Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

2) sin z − cos z = 3; 3) sin z − cos z = i; 4) ch z − sh z = 1.

Îïðåäåëèòü ëèíèè, çàäàííûå óêàçàííûìè óðàâíåíèÿìè:

1.110 z = t + it2, −∞ < t < ∞.

1.112 z = a(cos t + i sin t), π
2 6 t 6 3π

2 , a > 0.

1.114, 2) z = −t + i
√

1− t2, −1 6 t < 0 (áåð¼òñÿ àðèôìåòè÷åñêîå
çíà÷åíèå êîðíÿ).

1.115, 2) z = ia + at− ibe−it, 0 6 t 6 2π, a > 0, b > 0.

1.117 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = 1/z íàéòè:
1) îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, |z| = R, arg z = α, |z − 1| = 1;
2) ïðîîáðàçû ëèíèé u = C, v = C, ãäå u = Re w, v = Im w.



ñòð. 3 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

11-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò. Àðêôóíêöèè.

Ëèíèè, çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

A1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a ∈ C \ {0} è n ∈ N, òî âåëè÷èíà exp(n Ln a)

èìååò îäíî çíà÷åíèå, ðàâíîå
n∏

k=1

a. (Âûâîä: äëÿ íàòóðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ

îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ÷åðåç ëîãàðèôì è ýêñïîíåíòó ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì
îïðåäåëåíèåì.)
Ðåøåíèå. Ïóñòü arg a � îäíî èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà a. Òîãäà

Ln a = ln |a|+ i · arg a + i · 2πk, ãäå k ∈ Z.

Òåïåðü âîñïîëüçóìñÿ îñíîâíûì ñâîéñòâîì ýêñïîíåíòû:

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2)

è ïîëó÷èì:

exp(n Ln a) = exp(n ln |a|) · exp(i · n arg a) · exp(i · 2πk · n).

Ïîñêîëüêó kn ∈ Z, òî exp(i·2πkn) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, exp(n Ln a) èìååò
òîëüêî îäíî çíà÷åíèå:

exp(n Ln a) = |a|n · exp(i · n arg a).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, a = |a| · exp(i · n arg a). Ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ýêñïî-
íåíòû,

∏n
k=1 a = |a|n · exp(i · n arg a).

≈ 1.76 Ñîâïàäàþò ëè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé a2b, (ab)2, (a2)b? Ðàññìîòðåòü
ïðèìåð a = −1, b = 1/2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a = −1, b = 1/2. Òîãäà a2b = (−1)1 = −1. Êàê ñëåäóåò
èç çàäà÷è 1.75, âåëè÷èíà (−1)1/2 èìååò äâà çíà÷åíèÿ: i è −i. Íî ïðè âîç-
âåäåíèè â êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå: (ab)2 = −1. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî âñåãäà a2b = (ab)2.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì (a2)b. Çäåñü a2 = 1, 11/2 èìååò äâà çíà÷åíèÿ: 1
è −1. Èòàê, (a2)b íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ a2b.

1.77, 6), 3) Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (äëÿ êîðíåé áåðóòñÿ âñå èõ
çíà÷åíèÿ):

Arsh z = Ln(z +
√

z2 + 1), Arctg z =
i

2
Ln

i + z

i− z
=

1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
.
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Ðåøåíèå. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî êàæäûé èç ñèìâîëîâ Arsh z,
√

z è Ln z
ñëóæèò îáîçíà÷åíèåì äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ýòè ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

w ∈ Arsh z ⇐⇒ sh w = z,

w ∈
√

z ⇐⇒ w2 = z,

w ∈ Ln z ⇐⇒ ew = z.

Îòñþäà

w ∈ Arsh z ⇐⇒ sh w = z ⇐⇒ ew − e−w

2
= z

⇐⇒ e2w − 2zew − 1 = 0 ⇐⇒ (ew − z)2 = 1 + z2

⇐⇒ ew − z ∈
√

1 + z2 ⇐⇒ ew ∈ z +
√

1 + z2

⇐⇒ w ∈ Ln(z +
√

1 + z2).

Âûêëàäêè äëÿ Arctg äîâîëüíî ïîõîæè:

w ∈ Arctg z ⇐⇒ tg w = z ⇐⇒ eiw − e−iw

i(eiw + e−iw)
= z

⇐⇒ e2iw − 1 = ize2iw + iz ⇐⇒ e2iw =
1 + iz

1− iz

⇐⇒ 2iw ∈ Ln
1 + iz

1− iz
⇐⇒ w ∈ 1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
.

Ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü ïîñëåäíåé äðîáè íà i:

Ln
1 + iz

1− iz
= Ln

i− z

i + z
= −Ln

i + z

i− z
.

A2 Âû÷èñëèòü: Arsh(i
√

2), Arctg
√

3, Arctg(1 + 2i).
Ðåøåíèå. Ïîëüçóåìñÿ ãîòîâûìè ôîðìóëàìè èç çàäà÷è 1.77.

1. Íàéä¼ì Arsh(i
√

2). Çäåñü z = i
√

2, z2 = −2, z2+1 = −1,
√

z2 + 1 =
±i, z +

√
z2 + 1 = i(

√
2± 1). Çàìåòèì, ÷òî arg(i

√
2± 1) = π

2 . Îòñþäà

Arsh(i
√

2) = ln(
√

2± 1) + i · π
2

+ 2kπ, k ∈ Z.

2. Íàéä¼ì Arctg
√

3. Çäåñü z =
√

3,

1 + iz

1− iz
=

1 + i
√

3

1− i
√

3
=

(1 + i
√

3)2

4
=
−2 + 2i

√
3

4
= −1

2
+i·

√
3

2
= exp(2πi/3).
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Â èòîãå ïîëó÷àåì:

Arctg
√

3 =
1

2i
(2πi/3 + 2kπi) =

π

3
+ kπ, k ∈ Z.

3. Íàéä¼ì Arctg(1 + 2i). Çäåñü z = 1 + 2i,

1 + iz

1− iz
=

1 + i− 2

1− i + 2
=
−1 + i

3− i
=

(−1 + i)(3 + i)

10
=

=
−4 + 2i

10
= −2

5
+

i

5
=

1√
5

exp(i arctg
1

2
+ iπ).

Îòñþäà

Arctg(1 + 2i) =
1

2i

(
−1

2
ln 5 + i arctg

1

2
+ iπ

)
=

1

2
arctg

1

2
+

π

2
+

ln 5

4
· i.

1.82, 1) Ðåøèòü óðàâíåíèå: sin z + cos z = 2.
Ðåøåíèå. Ñâåðí¼ì ëåâóþ ÷àñòü â îäíó òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
Äëÿ ýòîãî ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ¾àìïëèòóäó¿ ëåâîé ÷àñòè,
ðàâíóþ

√
1 + 1 =

√
2, ïîñëå ÷åãî ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíòû â ëåâîé

÷àñòè â âèäå êîñèíóñà è ñèíóñà îäíîãî è òîãî æå óãëà:

1√
2

sin z +
1√
2

cos z =
√

2;

sin
π

4
sin z + cos

π

4
cos z =

√
2;

cos
(
z − π

4

)
=
√

2.

Ïîëó÷åííîå ýëåìåíòàðíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ðåøàåì ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû èç çàäà÷è 1.77, 1) (ýòó ôîðìóëó ïðåäëàãàåòñÿ âûâåñòè
â äîìàøíåé ðàáîòå):

Arccos ξ = −i Ln(ξ +
√

ξ2 − 1).

Â íàøåì ñëó÷àå ξ =
√

2, ξ2 − 1 = 1,

z =
π

4
− i Ln(

√
2±1) =

π

4
− i(ln(

√
2±1)+2kπi) =

π

4
+2kπ− i ln(

√
2±1).

Îïðåäåëèòü ëèíèè, óêàçàííûå ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
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109 z = 1− it, 0 6 t 6 2.
Ðåøåíèå. Ýòî îòðåçîê ñ íà÷àëîì â òî÷êå 1, íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì −i
è êîíöîì â òî÷êå 1− 2i.

111 z = t2 + it4, t ∈ R.
Ðåøåíèå. Çäåñü x = t2, y = t4, ò. å. y = x2. Ïðè ýòîì x ïðîáåãàåò [0, +∞)
(ñíà÷àëà îò +∞ äî 0, çàòåì îò 0 äî +∞).

113 z = t +
i

t
, −∞ < t < 0.

Ðåøåíèå. Çäåñü x = t, y =
1

t
, ò. å. y =

1

x
. Ïðè ýòîì x ïðîáåãàåò îòêðûòûé

ëó÷ (−∞, 0). Ïîëó÷àåì ëåâóþ íèæíþþ âåòâü øêîëüíîé ãèïåðáîëû.

1.114, 1) z = t + i
√

1− t2, −1 6 t 6 1.

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá ðåøåíèÿ. x = t, y =
√

1− t2 =
√

1− x2. Ýòî ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî y > 0 è x2+y2 = 1. Ïîëó÷àåì âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

2-é ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïåðåéä¼ì ê òàêîìó ïàðàìåòðó, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ
îò êîðíåé: t = cos θ, θ ∈ [0, π]. Òîãäà x = cos θ, y = sin θ. Ïðàâäà, ïðè
òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè îðèåíòàöèÿ êðèâîé èçìåíèëàñü íà ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ.

1.115 1) z = a(t + i− ie−it), t ∈ R, a > 0.
Ðåøåíèå. Ïåðåéä¼ì îò ýêñïîíåíòû ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì:

z = a(t + i− i(cos t− i sin t)) = a(t + i− i cos t− sin t).

Âûäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t).

Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå öèêëîèäû. Äâèæåíèå òî÷êè ïî öèêëî-
èäå åñòü ñóììà äâèæåíèé ïî ïðÿìîé è ïî îêðóæíîñòè. Ïî òàêîìó ïóòè
äâèæåòñÿ òî÷êà îáîäà êîëåñà. ×òîáû èçîáðàçèòü ýòó êðèâóþ, íàéä¼ì z(t)
äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé t:

z(0) = 0, z(π/2) = a
(π

2
− 1

)
+ ai, z(π) = aπ + 2ai.

116 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = z2 òðåáóåòñÿ:
1) íàéòè îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y, |z| = R, arg z = α è

âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
2) íàéòè ïðîîáðàçû (íà z-ïëîñêîñòè) ëèíèé u = C, v = C (w = u+ iv).
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Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü x = C, ò. å. z = C +yi. Òîãäà w = C2−y2 +2yi. Áóäåì
îáîçíà÷àòü Re w ÷åðåç u, Im w ÷åðåç v. Òîãäà u = C2 − y2, v = 2y. Ýòî
óðàâíåíèå êðèâîé ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (y � ïàðàìåòð). ×àñòî óäîáíî
ïåðåâåñòè â äðóãîé âèä � âûðàçèòü îäíó êîîðäèíàòó ÷åðåç äðóãóþ. Â
äàííîé ñëó÷àå, u = C2 − v2

4 . Ýòî ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå C2, âåòâè
êîòîðîé íàïðàâëåíû âëåâî.

2. Ïóñòü y = C, ò. å. z = x + Ci. Òîãäà w = x2 − C2 + 2xi, ò. å.
u = x2 − C2, v = 2x. Èçáàâëÿåìñÿ îò ïàðàìåòðà x, âûðàæàåì u ÷åðåç
v: u = v2

4 − C2. Ýòî ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå −C2, âåòâè êîòîðîé
íàïðàâëåíû âïðàâî.

3. Ïóñòü x = y, ò. å. z = x + xi. Òîãäà w = 2x2i. Ýòî ëó÷ ñ íà÷àëîì â
òî÷êå 0, íàïðàâëåííûé ââåðõ, ïðîáåãàåìûé äâà ðàçà (ñâåðõó âíèç è ñíèçó
ââåðõ).

4. Ïóñòü |z| = R, ò. å. z = R cos ϕ + iR sin ϕ. Òîãäà w = R2 cos 2ϕ +
iR2 sin 2ϕ. Ïîëó÷èëàñü îêðóæíîñòü ðàäèóñà R2, ïðîáåãàåìàÿ äâà ðàçà â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

5. Ïóñòü arg z = α. Òîãäà arg w = 2α, ãäå ïîä arg w ïîíèìàåòñÿ îäíî
èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Ïîëó÷àåòñÿ ëó÷, èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò
ïîä óãëîì 2α.

6. Ïóñòü u = C. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x2−y2 = C. Ïðè C 6= 0 ýòî ãèïåðáîëà
â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Ïðè C > 0 ãëàâíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ îñüþ àáñöèññ;
ïðè C < 0 � ñ îñüþ îðäèíàò. Ïðè C = 0 óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿ ê âèäó
x2 − y2 = 0, è ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (áèññåêòðèñû
êîîðäèíàòíûõ óãëîâ).

7. Ïóñòü v = C. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 2xy = C. Ïðè C 6= 0 ïîëó÷àåòñÿ
øêîëüíàÿ ãèïåðáîëà, àñèìïòîòàìè êîòîðîé ñëóæàò êîîðäèíàòíûå îñè.
Ïðè C > 0 îíà ðàñïîëîæåíà â I-é è III-é ÷åòâåðòÿõ; ïðè C < 0 � âî II-é
è IV-é. Ïðè C = 0 óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿ ê âèäó xy = 0, è ïîëó÷àåòñÿ
ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ îñè).


