
Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

12-å çàíÿòèå. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíèé ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1.116 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = z2 òðåáóåòñÿ:
1) íàéòè îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y, |z| = R, arg z = α è

âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
2) íàéòè ïðîîáðàçû (íà z-ïëîñêîñòè) ëèíèé u = C, v = C (w = u+ iv).

A1 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w =
1

z
íàéòè îáðàç îêðóæíîñòè |z + i| = 1.

A2 Äëÿ ôóíêöèè Æóêîâñêîãî w =
1

2

(
z +

1

z

)
íàéòè îáðàçû îêðóæíî-

ñòåé |z| = R.

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

A3 Ïóñòü f � ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, äèôôåðåíöèðóåìàÿ
â òî÷êå z0, u(x, y) = Re f(x + yi), v(x, y) = Im f(x + yi). Âûðàçèòü f ′(z0)
÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) â òî÷êå z0. Âûâåñòè
óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

1.131, ÷àñòü Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíê-

öèé z2 (â C) è ln z (â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0), ãäå ln z � ãëàâíîå çíà÷åíèå
ëîãàðèôìà. Íàéòè èõ ïðîèçâîäíûå.

1.135 Ïóñòü z = reiϕ è f(z) = u(r, ϕ) + iv(r, ϕ). Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ
Êîøè-Ðèìàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

A4 Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y) = x2−y2 ãàðìîíè÷åñêàÿ âR2. Íàéòè
òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) â C, ÷òî Im f(x + yi) = v(x, y).



Äîìàøíåå çàäàíèå � 12

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

1.117 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = 1/z íàéòè:
1) îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, |z| = R, arg z = α, |z − 1| = 1;
2) ïðîîáðàçû ëèíèé u = C, v = C, ãäå u = Re w, v = Im w.

1.118 Äëÿ îòîáðàæåíèé w = z +
1

z
è w = z − 1

z
íàéòè îáðàçû îêðóæ-

íîñòåé |z| = R.

1.119 Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ w = z +
1

z
íàéòè íà z-ïëîñêîñòè ïðîîáðàç

ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè (u = C, v = C) ïëîñêîñòè w.

1.121 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = ex íàéòè:
1) îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y;
2) ïðîîáðàçû ëèíèé ρ = θ (0 6 θ < ∞).

1.131 Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèé z3,
ez è cos z. Íàéòè èõ ïðîèçâîäíûå.

1.132, 1) Íàéòè ïîñòîÿííûå a, b, c, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) áóäåò
àíàëèòè÷åñêîé:

f(z) = cos x(ch y + a sh y) + i sin x(ch y + b sh y).

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà âûÿñíèòü, â êàêèõ òî÷êàõ äèôôåðåí-
öèðóåìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

1.137 f(z) = z̄. A1 f(z) = z + |z|.
1.133 f(z) = |x2 − y2|+ 2i|xy|.

A2 Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y) = arctg
y

x
ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè

x > 0. Íàéòè òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) â îáëàñòè Re z > 0,
÷òî v(x, y) = Im f(x + yi).

A3 Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y) = ln(x2 + y2) ãàðìîíè÷åñêàÿ â
îáëàñòè x > 0. Íàéòè òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) â îáëàñòè
Re z > 0, ÷òî v(x, y) = Im f(x + yi).

A4 Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) =
x

x2 + y2 ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè

x2 +y2 6= 0. Íàéòè òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) â îáëàñòè z 6= 0,
÷òî u(x, y) = Re f(z).



Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

12-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

1.116 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = z2 òðåáóåòñÿ:
1) íàéòè îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y, |z| = R, arg z = α è

âûÿñíèòü, êàêèå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
2) íàéòè ïðîîáðàçû (íà z-ïëîñêîñòè) ëèíèé u = C, v = C (w = u+ iv).
Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü x = C, ò. å. z = C + yi. Òîãäà w = C2 − y2 + 2yi.
Áóäåì îáîçíà÷àòü Re w ÷åðåç u, Im w ÷åðåç v. Òîãäà u = C2− y2, v = 2y.
Ýòî óðàâíåíèå êðèâîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (y � ïàðàìåòð). Çàïèøåì
óðàâíåíèå â ôóíêöèîíàëüíîì âèäå, ò. å. âûðàçèì îäíó êîîðäèíàòó ÷åðåç
äðóãóþ. Â äàííîì ñëó÷àå, u = C2 − v2

4 . Òåïåðü âèäíî, ÷òî ýòî ïàðàáîëà
ñ âåðøèíîé â òî÷êå C2, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû âëåâî.

2. Ïóñòü y = C, ò. å. z = x + Ci. Òîãäà w = x2 − C2 + 2xi, ò. å.
u = x2 − C2, v = 2x. Èçáàâëÿåìñÿ îò ïàðàìåòðà x, âûðàæàåì u ÷åðåç
v: u = v2

4 − C2. Ýòî ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå −C2, âåòâè êîòîðîé
íàïðàâëåíû âïðàâî.

3. Ïóñòü x = y, ò. å. z = x + xi. Òîãäà w = 2x2i. Ýòî ëó÷ ñ íà÷àëîì â
òî÷êå 0, íàïðàâëåííûé ââåðõ, ïðîáåãàåìûé äâà ðàçà (ñâåðõó âíèç è ñíèçó
ââåðõ).

4. Ïóñòü |z| = R, ò. å. z = R cos ϕ + iR sin ϕ. Òîãäà w = R2 cos 2ϕ +
iR2 sin 2ϕ. Ïîëó÷èëàñü îêðóæíîñòü ðàäèóñà R2, ïðîáåãàåìàÿ äâà ðàçà â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

5. Ïóñòü arg z = α. Òîãäà arg w = 2α, ãäå ïîä arg w ïîíèìàåòñÿ îäíî
èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Ïîëó÷àåòñÿ ëó÷, èñõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò
ïîä óãëîì 2α.

6. Ïóñòü u = C. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x2−y2 = C. Åñëè C = 0, òî óðàâíåíèå
âûðîæäàåòñÿ ê âèäó x2 − y2 = 0, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ (áèññåêòðèñû êîîðäèíàòíûõ óãëîâ). Åñëè C 6= 0, òî ýòî ãèïåð-
áîëà â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Ïðè C > 0 ãëàâíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ îñüþ
àáñöèññ; ïðè C < 0 � ñ îñüþ îðäèíàò.

7. Ïóñòü v = C. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 2xy = C. Åñëè C = 0, òî óðàâíå-
íèå âûðîæäàåòñÿ ê âèäó xy = 0, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïðÿìûõ (äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ îñè). Åñëè C 6= 0, òî ïîëó÷àåòñÿ
øêîëüíàÿ ãèïåðáîëà, àñèìïòîòàìè êîòîðîé ñëóæàò êîîðäèíàòíûå îñè.
Ïðè C > 0 îíà ðàñïîëîæåíà â I-é è III-é ÷åòâåðòÿõ; ïðè C < 0 � âî II-é
è IV-é.



A1 Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w =
1

z
íàéòè îáðàç îêðóæíîñòè |z + i| = 1.

Ðåøåíèå. 1-é ïóòü (òðèãîíîìåòðè÷åñêèé). Çàïèøåì èñõîäíóþ êðèâóþ â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ìîæíî âçÿòü z(t) = −i + eit, ãäå t ∈ [0, 2π],
íî òîãäà îñîáàÿ òî÷êà z = 0 ïîëó÷èòñÿ ïðè íåêîòîðîì ïðîìåæóòî÷íîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Ëó÷øå ïîëîæèòü

z = −i + ieit, t ∈ [0, 2π],

÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà z = 0 ïîëó÷àëàñü ïðè t = 0 è t = 2π. Òîãäà

w =
1

−i + ieit
=

1

−i + i cos t− sin t
=

=
1

−2i sin2 t
2 − 2 sin t

2 cos t
2

=

=
1

−2 sin t
2

(
cos t

2 + i sin t
2

) .

Èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå
ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûì ê ÷èñëó cos α + i sin α, ãäå α ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
cos α− i sin α. Ïîýòîìó

w =
cos t

2 − i sin t
2

−2 sin t
2

= −1

2
ctg

t

2
+

i

2
.

Êîãäà t ïðîáåãàåò (0, 2π), ctg t
2 ïðîáåãàåò îò +∞ äî −∞, à − ctg t

2 ïðîáå-
ãàåò îò −∞ äî +∞. Çíà÷èò, w ïðîáåãàåò ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ v = 1

2
ñëåâà íàïðàâî. Òî÷êå z = 0 (ò. å. çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t = 0 è t = 2π)
ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà w = ∞.

2-é ñïîñîá (àëãåáðàè÷åñêèé). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèì ñïîñîáîì ïîíàäîáèò-

ñÿ ôîðìóëà |z|2 = z · z̄ .

|z + i| = 1 ⇐⇒ |z + i|2 = 1 ⇐⇒ (z + i)(z̄ − i) = 1 ⇐⇒
⇐⇒ |z|2 − iz + iz̄ + 1 = 1 ⇐⇒ |z|2 − iz + iz̄ = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ z = 1
w , ïîëó÷èì:

1

|w|2
− i

w
+

i

w̄
= 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà |w|2 = w · w̄:

1− iw̄ + iw = 0 ⇐⇒ i(w − w̄) = −1 ⇐⇒ i · 2iv = −1 ⇐⇒ v =
1

2
.



A2 Äëÿ ôóíêöèè Æóêîâñêîãî w =
1

2

(
z +

1

z

)
íàéòè îáðàçû îêðóæíî-

ñòåé |z| = R.
Ðåøåíèå. Çàïèøåì îêðóæíîñòü |z| = R â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå: z =
R(cos t + i sin t), ãäå t ∈ [0, 2π]. Íàïîìíèì, ÷òî îáðàòíûì ê ÷èñëó cos t +
i sin t ÿâëÿåòñÿ cos t− i sin t. Îòñþäà

w =
1

2

(
R cos t + iR sin t +

1

R
cos t− 1

R
sin t

)
=

=
R + 1

R

2
cos t + i ·

R− 1
R

2
sin t.

Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 è ïîëó-

îñÿìè a = R+1/R
2 , b = |R−1/R|

2 , íàïðàâëåííûìè âäîëü äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé îñè, ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè R = 1/2 ïîëó÷àåòñÿ òîò
æå ýëëèïñ, ÷òî è ïðè R = 2, íî ïðè R = 1/2 îí îáõîäèòñÿ â îòðè-
öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè R = 1 ïîëó÷àåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè 1 è −1, ïðîõîäèìûé äâà ðàçà: ñíà÷àëà ñïðàâà íàëåâî, çàòåì ñëåâà
íàïðàâî.

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

A3 Ïóñòü f � ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, äèôôåðåíöèðóåìàÿ
â òî÷êå z0, u(x, y) = Re f(x + yi), v(x, y) = Im f(x + yi). Âûðàçèòü f ′(z0)
÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) â òî÷êå z0. Âûâåñòè
óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü f ′(z0) = A + Bi. Òîãäà

df(z0) = f ′(z0)dz = (A + Bi)(dx + i dy) = (A dx−B dy) + (B dx + A dy)i.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

df(z0) = (u′x dx + u′y dy) + (v′x dx + v′y dy)i.

Îòñþäà
A = u′x = v′y, B = v′x = −u′y.

1.131, ÷àñòü Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíê-

öèé z2 (â C) è ln z (â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0), ãäå ln z � ãëàâíîå çíà÷åíèå
ëîãàðèôìà. Íàéòè èõ ïðîèçâîäíûå.



Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü f(z) = z2 = x2 − y2 + i · 2xy. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ôóíêöèè u = x2−y2 è v = 2xy ãàðìîíè÷åñêèå, è äëÿ ýòîé ïàðû ôóíêöèé
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà:

u′x = v′y = 2x, v′x = −u′y = 2y.

Îòñþäà f ′(z) = u′x + iv′x = 2x + 2yi = 2z.
2. Â ïîëóïëîñêîñòè Re z > 0 ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå

f(z) = ln z = ln |z|+ i arg z =
1

2
ln(x2 + y2) + i arctg

y

x
.

Òàêèì îáðàçîì, u(x, y) = 1
2 ln(x2 + y2), v(x, y) = arctg y

x ,

u′x = v′y =
x

x2 + y2 , v′x = −u′x = − y

x2 + y2 .

Îòñþäà

f ′(z) = u′x + iv′x =
x− iy

x2 + y2 =
z̄

|z|2
=

1

z
.

A4 Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, y) = x2−y2 ãàðìîíè÷åñêàÿ âR2. Íàéòè
òàêóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) â C, ÷òî Im f(x + yi) = v(x, y).
Ðåøåíèå. Ïðîâåðêà ãàðìîíè÷íîñòè òðèâèàëüíà. Ôóíêöèþ f(z) ïðåäñòà-
âèì â âèäå u(x, y) + iv(x, y). Íóæíî íàéòè u(x, y) èç óñëîâèé Êîøè-
Ðèìàíà:

u′x = v′y = −2y, u′y = −v′x = −2x.

Îòñþäà u = −2xy + C,

f(z) = −2xy + C + i(x2 − y2) = i(x2 − y2 + 2ixy) + C = iz2 + C.


