
ñòð. 1 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

14-å çàíÿòèå. ×èñëîâûå ðÿäû.

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

A1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè ñõîäèòñÿ àáñîëþò-
íî, òî îí ñõîäèòñÿ.

1.84 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑

n=1

cn ñõîäèòñÿ è | arg cn| 6 α < π
2 , òî ðÿä

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Óêàçàíèå: íàéòè âåðõíþþ îöåíêó |z| ÷åðåç Re z.

1.87 Äîêàçàòü ôîðìóëó (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ):

n∑
k=m

akbk =
n−1∑
k=m

Sk(bk − bk+1)− Sm−1bm + Snbn,

ãäå 1 6 m 6 n, Sk = a1 + a2 + . . . + ak (k > 1), S0 = 0.

1.88 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 anbn, ãäå bn > 0, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
n=1 an áûëè îãðàíè÷åíû è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {bn} ìîíîòîííî ñòðåìèëàñü ê 0 (ïðèçíàê Äèðèõëå).

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

n=1

cn:

1.95 cn =
n

(2i)n
. 1.97 cn = ein. 1.99 cn =

einϕ

n
.

1.101 cn =
1

n
eπi/n. 1.103 cn =

cos in

2n
.

Èíòåãðèðîâàíèå

3.1 Ïóñòü C � ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ïëîùàäü

S. Äîêàçàòü, ÷òî
∫
C

x dz = iS.

3.3 Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû I1 =

∫
x dz è I2 =

∫
ydz ïî ñëåäóþùèì

ïóòÿì:
1) ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè z = 2 + i;
2) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, 0 6 arg z 6 π (íà÷àëî ïóòè � â òî÷êå

z = 1);
3) ïî îêðóæíîñòè |z − a| = R.
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Äîìàøíåå çàäàíèå � 14

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

1.89 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

anbn, ãäå bn ∈ R, äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ðÿä
∞∑

n=1

an ñõîäèëñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} áûëà ìîíîòîí-

íîé è îãðàíè÷åííîé.

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

1.96 cn =
n!

(in)n
. 1.98 cn =

ein

n
.

1.100 cn =
ein

n2 . 1.104 cn =
n sin in

3n
.

3.2 Ïóñòü C � ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ïëîùàäü
S. Äîêàçàòü, ÷òî

2)
∫
C

y dz = −S, 3)
∫
C

z̄ dz = 2iS.

3.4 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë |z| dz ïî ñëåäóþùèì ïóòÿì:
1) ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè z = 2− i;
2) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, 0 6 arg z 6 π/2 (íà÷àëî ïóòè � â òî÷êå

z = −i);
3) ïî îêðóæíîñòè |z| = R.

3.5 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
C

|z| z̄ dz, ãäå C � çàìêíóòûé êîíòóð, ñîñòî-

ÿùèé èç âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1 è îòðåçêà −1 6 x 6 1, y = 0.

3.6 Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
C

z

z̄
dz, ãäå C � ãðàíèöà ïîëóêîëüöà

{z ∈ C : 1 < |z| < 2, Im z > 0}.

1.85 (äîï.) Ïóñòü ñõîäÿòñÿ ðÿäû
∞∑

n=1

cn è
∞∑

n=1

c2
n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

Re cn > 0, òî ðÿä
∞∑

n=1

|cn|2 áóäåò òàêæå ñõîäÿùèìñÿ.
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Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

14-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Ðÿäû èç êîìïëåêñíûõ ýëåìåíòîâ

A1 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑

n=1

|cn| ñõîäèòñÿ, òî ðÿäû èç Re cn è Im cn

òîæå ñõîäÿòñÿ.
Ðåøåíèå. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ |Re cn| 6 |cn| è | Im cn| 6 |cn|.

1.84 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑

n=1

cn ñõîäèòñÿ è | arg cn| 6 α < π
2 , òî ðÿä

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Óêàçàíèå: íàéòè âåðõíþþ îöåíêó |z| ÷åðåç Re z.
Ðåøåíèå. Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∑∞
n=1 Re cn è

∑∞
n=1 Im cn.

Íóæíî âûâåñòè îòñþäà ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 |cn|. Äëÿ ýòîãî ïîïûòàåìñÿ
îöåíèòü ñâåðõó |cn| ÷åðåç Re cn.

Åñëè 0 6 arg cn 6 α, òî, èç-çà óáûâàíèÿ êîñèíóñà, cos(arg cn) > cos α.
Èç-çà ÷¼òíîñòè êîñèíóñà, àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî è ïðè −α 6
arg cn < 0. Îòñþäà Re cn

|cn| > cos α è |cn| 6 Re cn

cos α . Òåïåðü ñõîäèìîñòü ðÿäà∑∞
n=1 |cn| ñëåäóåò èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.

1.87 Äîêàçàòü ôîðìóëó (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ):

n∑
k=m

akbk =
n−1∑
k=m

Sk(bk − bk+1)− Sm−1bm + Snbn,

ãäå 1 6 m 6 n, Sk = a1 + a2 + . . . + ak (k > 1), S0 = 0.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü, ïðåäñòàâèâ ak êàê Sk − Sk−1:

n∑
k=m

akbk =
n∑

k=m

(Sk − Sk−1)bk =

=
n∑

k=m

Skbk −
n∑

k=m

Sk−1bk =

=
n∑

k=m

Skbk −
n−1∑

k=m−1

Skbk+1 =

=
n−1∑
k=m

Sk(bk − bk+1)− Sm−1bm + Snbn.
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1.88 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 anbn, ãäå bn > 0, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
n=1 an áûëè îãðàíè÷åíû è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {bn} ìîíîòîííî ñòðåìèëàñü ê 0 (ïðèçíàê Äèðèõëå).
Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî bk ↘ 0. Äðóãîå óñëî-
âèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóììû Sn îãðàíè÷åíû: |Sn| 6 C.

×òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà, âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè,
ò. å. ïîêàæåì, ÷òî ñóììà

∑n
k=m akbk ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè m, n → 0. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ:

n∑
k=m

akbk =
n−1∑
k=m

Sk(bk − bk+1) + Snbn − Sm−1bm.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëàãàåìûå Snbn è Sm−1bm ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè m,n → 0
(ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ).
Òåïåðü çàéì¼ìñÿ ñóììîé:∣∣∣∣∣

n−1∑
k=m

Sk(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣ 6
n−1∑
k=m

|Sk||bk − bk+1| 6 C

n−1∑
k=m

|bk − bk+1|.

Èç óáûâàíèÿ bk ñëåäóåò, ÷òî bk − bk+1 > 0, è

C

n−1∑
k=m

|bk − bk+1| = C

n−1∑
k=m

(bk − bk+1) = C(bm − bn).

Ïðè m, n →∞ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê 0.

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

n=1

cn:

1.95 cn =
n

(2i)n
.

Ðåøåíèå. Ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà:

|cn+1|
|cn|

=
n + 1

2n+1 · 2n

n
=

1

2

(
1 +

1

n

)
→ 1

2
.

1.97 cn = ein.
Ðåøåíèå. cn 6→ 0, ïîýòîìó ðÿä ðàñõîäèòñÿ (íàðóøåíî íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå ñõîäèìîñòè).

1.99 cn =
einϕ

n
.
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Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò ìîæåò çàâèñåòü îò ϕ. Åñëè ϕ
êðàòíî 2π, òî ïîëó÷àåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (îí ðàñõîäèòñÿ). Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ϕ íå êðàòíî 2π. Òîãäà eiϕ 6= 1, è äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ýêñïîíåíò
ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

m∑
n=1

einϕ =
eiϕ − ei(n+1)ϕ

1− eiϕ
.

Âèäíî, ÷òî ýòè ñóììû îãðàíè÷åíû, à 1
n ↘ 0. Ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

Äèðèõëå.

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ñóììû ðÿäà èç çàäà÷è 1.99 � îòäåëüíàÿ çàäà÷à,
ïðè÷¼ì äîâîëüíî èíòåðåñíàÿ.

1.101 cn =
1

n
eπi/n.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî, |cn| = 1/n, òàê ÷òî ðÿä íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Çàìåòèì, ÷òî n →∞ âåëè÷èíà eπi/n ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó e0 = 1. Ïîýòîìó
cn ∼ 1

n . Âèäèìî, ðÿä íå áóäåò ñõîäèòüñÿ. Íî êàê ýòî äîêàçàòü? Ñðàçó
ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, òàê êàê ýëåìåíòû ðÿäà íå
ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 1.84. Ïðè áîëüøèõ n ÷èñëà cn èìå-
þò ìàëûå àðãóìåíòû: arg cn = π

n . Íà÷èíàÿ ñ n = 4, | arg cn| 6 π/4. Åñëè
áû ðÿä ñõîäèëñÿ, òî èç çàäà÷è 1.84 ñëåäîâàëî áû, ÷òî ðÿä àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ, íî ýòî íå òàê.

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà.

1.103 cn =
cos in

2n
.

Ðåøåíèå. Â ñëó÷àå ðÿäà ñ îáùèì ÷ëåíîì cos n
2n ïîëó÷èëè áû ñõîäèìîñòü ïî

ïðèçíàêó Äèðèõëå. Íî âåëè÷èíà cos in = ch n âåä¼ò ñåáÿ ñîâñåì íå òàê,
êàê cos n. Ýòî ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, è ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ:

ch n

2n
=

en − e−n

2 · 2n
=

en(1− e−2n)

2 · 2n
∼ (e/2)n

2
→ +∞.

Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Èíòåãðèðîâàíèå

3.1 Ïóñòü C � ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ïëîùàäü

S. Äîêàçàòü, ÷òî
∫
C

x dz = iS.
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Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòóð êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûé è èìå-
åò ïàðàìåòðèçàöèþ z(t) = x(t) + iy(t), ãäå t ∈ [t1, t2]. Âîñïîëüçóåìñÿ
ãîòîâûìè ôîðìóëàìè èç ïåðâîãî êóðñà:

S =

t2∫
t1

x(t)y′(t) dt = −
t2∫

t1

x′(t)y(t) dt.

Ïîëó÷èì:

∫
C

x dz =

t2∫
t1

x(t)(x′(t) + iy′(t)) dt =
1

2
x2(t)

∣∣t2
t1

+ iS.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî x(t1) = x(t2), òàê êàê êîíòóð çàìêíóòûé.

3.3 Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû I1 =

∫
x dz è I2 =

∫
ydz ïî ñëåäóþùèì

ïóòÿì:
1) ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè z = 2 + i;
2) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, 0 6 arg z 6 π (íà÷àëî ïóòè � â òî÷êå

z = 1);
3) ïî îêðóæíîñòè |z − a| = R.
Ðåøåíèå. 1. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðèçàöèþ z(t) = (2 + i)t, ãäå t ∈ [0, 1]:

I1 =

1∫
0

(2t) · (2 + i)dt = 2 + i;

I2 =

1∫
0

t · (2 + i)dt =
(2 + i)

2
= 1 +

i

2
.

2. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðèçàöèþ z = cos t + i sin t, t ∈ [0, π]:

I1 =

π∫
0

cos t · (− sin t + i cos t) dt =
iπ

2
;

I2 =

π∫
0

sin t · (− sin t + i cos t) dt = −π

2
.
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3. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðèçàöèþ z = (Re a + R cos t) + i(Im a + R sin t),
t ∈ [0, 2π]:

I1 =

2π∫
0

(Re a + R cos t) ·R(− sin t + i cos t) dt = iπR2;

I2 =

2π∫
0

(Im a + R sin t) ·R(− sin t + i cos t) dt = −πR2.


