
ñòð. 1 èç 8

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

16-å çàíÿòèå. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿäû Òåéëîðà

3.52 Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0

cnz
n ðàâåí R (0 < R < +∞). Îïðåäå-

ëèòü ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ:

1à)
∞∑

n=0

ncnz
n; 2á)

∞∑
n=0

nkcnz
n; 3)

∞∑
n=0

cn

n!
zn; 5)

∞∑
n=0

ck
nz

n.

Ïðîñóììèðîâàòü ïðè |z| < 1 ñëåäóþùèå ðÿäû:

A1
∞∑

n=1

(n + 2)zn; 3.54, 2)
∞∑

n=1

zn

n
; 3.54, 3)

∞∑
n=0

z2n+1

2n + 1
.

Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè:

3.56
∞∑

n=1

zn

n
. 3.57

∞∑
n=1

zn

n2 . 3.60
∞∑

n=2

(−1)n

ln n
z3n−1.

Âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ: åñëè ðÿä
∑∞

n=0 cn ñõîäèòñÿ, òî

lim
r→1−0

∞∑
n=0

cnr
n =

∞∑
n=0

cn.

3.63 Ïîëüçóÿñü âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è 3.54, äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1)
∞∑

n=1

cos nϕ

n
= − ln

∣∣∣2 sin
ϕ

2

∣∣∣, ãäå 0 < |ϕ| 6 π.

2)
∞∑

n=1

sin nϕ

n
=

π − ϕ

2
, ãäå 0 < ϕ < 2π.

Ðàçëîæèòü óêàçàííûå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cnz
n è íàéòè ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè:

A2 exp z. 3.67 ch z. 3.69 sin2 z.

A3
1

z − a
, ãäå a 6= 0. A4

z

z2 − 3z − 15
.



ñòð. 2 èç 8

Äîìàøíåå çàäàíèå � 16

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

3.52 Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0

cnz
n ðàâåí R (0 < R < +∞). Îïðåäå-

ëèòü ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ:

2)
∞∑

n=0

(2n − 1)zn; 4)
∞∑

n=1

nncnz
n; 6)

∞∑
n=0

(1 + zn
0 )cnz

n.

3.54 Ïðîñóììèðîâàòü ïðè |z| < 1 ñëåäóþùèå ðÿäû:

1)
∞∑

n=1

nzn; 4)
∞∑

n=1

(−1)n+1z
n

n
.

Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè:

3.55
∞∑

n=1

zn. 3.58
∞∑

n=1

(−1)n

n
zn. 3.61 (äîï.)

∞∑
n=1

zn!

n2 .

3.59
∞∑

n=1

zpn

n
, ãäå p ∈ N. (Ðàññìîòðåòü p = 2, p = 3.)

3.63 Ïîëüçóÿñü âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è 3.54, äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

3)
∞∑

n=0

cos(2n + 1)ϕ

2n + 1
=

1

2
ln

∣∣∣ctg ϕ

2

∣∣∣, ãäå 0 < |ϕ| < π.

4)
∞∑

n=0

sin(2n + 1)ϕ

2n + 1
=

π

4
, ãäå 0 < ϕ < π.

5)
∞∑

n=1

(−1)n+1cos nϕ

n
= ln

(
2 sin

ϕ

2

)
, ãäå −π < ϕ < π.

6)
∞∑

n=1

(−1)n+1 sin nϕ

n
=

ϕ

2
, ãäå −π < ϕ < π.

Ðàçëîæèòü óêàçàííûå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cnz
n è íàéòè ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè:

3.68 sh z. 3.70 ch2 z. 3.73
1

az + b
(b 6= 0). 3.74

z

z2 − 4z + 13
.



ñòð. 3 èç 8

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

16-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿäû Òåéëîðà

3.52 Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0

cnz
n ðàâåí R (0 < R < +∞). Îïðåäå-

ëèòü ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ:

1à)
∞∑

n=0

ncnz
n; 2á)

∞∑
n=0

nkcnz
n; 3)

∞∑
n=0

cn

n!
zn; 5)

∞∑
n=0

ck
nz

n.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì:

lim
n→∞

n
√

anbn = lim
n→∞

n
√

an · lim
n→∞

n
√

bn,

ãäå an > 0, bn > 0, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

n
√

bn, à limn→∞ n
√

an

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì.
Â äàííîì ïðèìåðå, ïî óñëîâèþ, lim

n→∞
n
√
|an| = 1/R.

1à. lim n
√

n|cn| = lim n
√

n · 1/R = 1/R. Äëÿ íîâîãî ðÿäà ðàäèóñ ñõîäè-
ìîñòè òàêæå ðàâåí R.

2á. lim n
√

nk|cn| = lim
n
√

nk · 1/R = 1/R. Äëÿ íîâîãî ðÿäà ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè òàêæå ðàâåí R.

3. lim n
√
|cn|/n! = 1/R · 0 = 0. Äëÿ íîâîãî ðÿäà ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðàâåí +∞.
5. lim n

√
|cn|k = 1/Rk. Äëÿ íîâîãî ðÿäà ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí Rk.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðèìåðîâ íóæíî õîðîøî çíàòü ôîðìóëó
ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
(|z| < 1).

Ïðîñóììèðîâàòü ïðè |z| < 1 ñëåäóþùèå ðÿäû:

A1
∞∑

n=1

(n + 2)zn.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðÿä

A(z) =
∞∑

n=0

zn+2 =
z2

1− z
.



ñòð. 4 èç 8

Òîãäà

S(z) =
A′(z)

z
=

1

z
· 2z(1− z) + z2

(1− z)2 =
2− z

(1− z)2 .

3.54, 2)
∞∑

n=1

zn

n
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì íàø ðÿä ÷åðåç S(z). Òîãäà

S ′(z) =
∞∑

n=1

zn−1 =
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
.

Îòñþäà S(z) = − ln(1− z), ãäå ln � ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàíüøå ìû âèäåëè, ÷òî åñëè ln z � ãëàâíîå çíà÷åíèå

ëîãàðèôìà ïðè Re z > 0, ò. å.

ln z =
1

2
ln(x2 + y2) + arctg

y

x
,

òî (ln z)′ = 1/z. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè Re z < 1 äëÿ ôóíêöèè ln(1 − z)
ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà −1/(1− z).

3.54, 3)
∞∑

n=0

z2n+1

2n + 1
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñõîäíûé ðÿä ÷åðåç S(z). Òîãäà S(0) = 0 è

S ′(z) =
∞∑

n=0

z2n =
1

1− z2

Îòñþäà, êàê è äåéñòâèòåëüíîì àíàëèçå,

S(z) =
1

2
ln

1 + z

1− z
,

íî òåïåðü ln � ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà.
Îòìåòèì, ÷òî

1 + z

1− z
=

(1 + z)(1− z̄)

(1− z)(1− z̄)
=

1− |z|2 + 2i Im z

1− 2 Re z + |z|2
.

Îòñþäà Re
1 + z

1− z
=

1− |z|2

1 + |z|2 − 2 Re z
> 0 ïðè |z| < 1.



ñòð. 5 èç 8

Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè:

3.56
∞∑

n=1

zn

n
.

Ðåøåíèå. Çäåñü R = 1. Íà ãðàíèöå êðóãà ñõîäèìîñòè, ò. å. ïðè |z| = 1,
ìû ìîæåì çàïèñàòü z â âèäå z = eiϕ, ãäå −π < ϕ 6 π, è ðÿä áóäåò èìåòü
âèä

∞∑
n=1

einϕ

n
.

Âèäíî, ÷òî ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ðàñõîäèòñÿ. Ïðè ϕ = 0 òàêæå
ïîëó÷àåì ðàñõîäÿùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä. Ïðè îñòàëüíûõ ϕ ðàáîòàåò
ïðèçíàê Äèðèõëå, òàê êàê 1/n ↘ 0 è∣∣∣∣∣

m∑
n=1

einϕ

∣∣∣∣∣ =
|eiϕ − ei(m+1)ϕ

|1− eiϕ|
6

2

|1− eiϕ|
,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò n.

3.57
∞∑

n=1

zn

n2 .

Ðåøåíèå. R = 1. Ïðè |z| = 1 ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

3.60
∞∑

n=2

(−1)n

ln n
z3n−1.

Ðåøåíèå. Çäåñü

|ak| =

{
1/ ln n, k = 3n− 1;

0, ïðè îñòàëüíûõ k.

Ïðè âû÷èñëåíèè âåðõíåãî ïðåäåëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü k = 3n− 1:

1

R
= lim

n→∞

1
n
√

ln n
= 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêàìè ln 2 6 ln n 6 n è
òåîðåìîé î ïðåäåëå çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðè z = eiϕ, ãäå −π < ϕ 6 π, ðÿä ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∞∑
n=2

(−1)nei(3n−1)ϕ

ln n
=

1

eiϕ

∞∑
n=2

ei(3ϕ+π)n

ln n
.



ñòð. 6 èç 8

Åñëè ϕ ∈ {−π/3, π/3, π}, òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà ïðèíèìàåò âèä 1/ ln n, è
ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ îñòàëüíûõ ϕ ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå.

Âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ: åñëè ðÿä
∑∞

n=0 cn ñõîäèòñÿ, òî

lim
r→1−0

∞∑
n=0

cnr
n =

∞∑
n=0

cn.

3.63 Ïîëüçóÿñü âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è 3.54, äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1)
∞∑

n=1

cos nϕ

n
= − ln

∣∣∣2 sin
ϕ

2

∣∣∣, ãäå 0 < |ϕ| 6 π).

2)
∞∑

n=1

sin nϕ

n
=

π − ϕ

2
, ãäå 0 < ϕ < 2π.

Ðåøåíèå. Êàê óæå ïîêàçàëè, ðÿä
∑∞

n=1
zn

n ñõîäèòñÿ ïðè |z| < 1, è åãî
ñóììà ðàâíà − ln(1 − z), ãäå ln îáîçíà÷àåò ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèô-
ìà. Äàëåå, ðÿäû 1) è 2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ
÷àñòè ýòîãî ðÿäà ïðè z = eiϕ, è ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ϕ îíè ñõîäÿò-
ñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Àáåëÿ, ìû ìîæåì íàõîäèòü ñóììû ýòèõ
ðÿäîâ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè − ln(1− z).

1. Åñëè z = eiϕ, ãäå ϕ ∈ (0, 2π), òî

1− z = 1− cos ϕ− i sin ϕ =

= 2 sin2 ϕ

2
− 2i sin

ϕ

2
cos

ϕ

2
=

= 2 sin
ϕ

2

(
sin

ϕ

2
− i cos

ϕ

2

)
=

= 2 sin
ϕ

2

(
cos

ϕ− π

2
+ i sin

ϕ− π

2

)
.

Çäåñü ϕ
2 ∈ (0, π), ïîýòîìó sin ϕ

2 > 0 è ϕ−π
2 ∈ (−π/2, π/2). Ñëåäîâàòåëüíî,

|1− z| = 2 sin ϕ
2 è ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà (1− z) ðàâíî ϕ−π

2 . Îòñþäà
íàõîäèì ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà:

− ln(1− eiϕ) = − ln
∣∣∣2 sin

ϕ

2

∣∣∣ + i
π − ϕ

2
.

Îòñþäà

Im(− ln(1− eiϕ)) =
π − ϕ

2
ïðè ϕ ∈ (0, 2π),
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
2. Òåïåðü 0 < |ϕ| < π. Êàê è ðàíüøå,

1− z = 2 sin
ϕ

2

(
cos

ϕ− π

2
+ i sin

ϕ− π

2

)
,

íî òåïåðü íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî sin ϕ
2 > 0. Ðàññóæäàåì ïî-äðóãîìó:

èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà áîëüøîé ñêîáêè ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, |1− z| =

∣∣2 sin ϕ
2

∣∣, è
Re(− ln(1− eiϕ)) = − ln

∣∣∣2 sin
ϕ

2

∣∣∣ .

Ðàçëîæèòü óêàçàííûå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cnz
n è íàéòè ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè:

A2 exp(z).
Ðåøåíèå. Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, exp′(z) = exp(z). Îòñþäà íàõîäèì
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå 0: exp(n)(0) = 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà,

exp(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
.

3.67 ch z.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ch z = ez+e−z

2 è ãîòîâîå ðàçëîæåíèå äëÿ
ýêñïîíåíòû:

ch z =
∞∑

n=0

zn − (−z)n

2n!
=

∑
anzn

n!,

ãäå an = 1 ïðè ÷¼òíîì n è an = 0 ïðè íå÷¼òíîì n. Ïîäñòàâëÿÿ n = 2k,
ïîëó÷èì:

ch z =
∞∑

k=0

z2k

(2k)!
.

3.69 sin2 z.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ:

sin2 z =

(
eiz − e−iz

2i

)2

=
e2iz + e−2iz − 2

−4
=

1− cos 2z

2
,
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à òàêæå ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ êîñèíóñà:

cos z =
∞∑

n=0

(−1)nz2n

(2n)!
.

Â ðåçóëüòàòå,

sin2 z =
∞∑

n=1

(−1)n+1z2n

2 · (2n)!
.

A3
1

z − a
, ãäå a 6= 0.

Ðåøåíèå. Â çíàìåíàòåëå âûíîñèì çà ñêîáêó −a:

1

z − a
= −1

a
· 1

1− z
a

,

çàòåì ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè â äðóãóþ ñòîðîíó:

1

z − a
= −1

a
·
∞∑

n=0

zn

an
= −

∞∑
n=0

zn

an+1 .

A4
z

z2 − 2z − 15
.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì äàííóþ äðîáü íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

z

(z − 5)(z + 3)
=

1

2
· 1

z − 5
− 1

2
· 1

z − 3
.

Çàòåì èñïîëüçóåì ôîðìóëó èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà:

z

(z − 5)(z + 3)
=

1

2

∞∑
n=0

(
1

3n+1 −
1

5n+1

)
zn.


