
ñòð. 1 èç 8

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

17-å çàíÿòèå. Ðÿäû Òåéëîðà

Ïîâòîðèì ôîðìóëû äëÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìà.

A1 Â ýòîé çàäà÷å ÷åðåç ln z îáîçíà÷èì ãëàâíîå çíà÷åíèå Ln z. Íàéòè:
1) ln z äëÿ z = r(cos ϕ + i sin ϕ), ãäå r > 0 è −π < ϕ 6 π;
2) Re(ln z) äëÿ z = r(cos ϕ + i sin ϕ), ãäå r > 0 è ϕ ∈ R;
3) Re(ln z) äëÿ z = r(sin ϕ + i cos ϕ), ãäå r > 0 è ϕ ∈ R.
3.63 Ïîëüçóÿñü âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è 3.54, äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1)
∞∑

n=1

cos nϕ

n
= − ln

∣∣∣2 sin
ϕ

2

∣∣∣, ãäå 0 < |ϕ| 6 π.

2)
∞∑

n=1

sin nϕ

n
=

π − ϕ

2
, ãäå 0 < ϕ < 2π.

Ðàçëîæèòü óêàçàííûå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0

cnz
n è íàéòè ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè:

A2 exp z. 3.67 ch z. 3.69 sin2 z.

A3
1

z − a
, ãäå a 6= 0.

A4
z

z2 − 3z − 15
.

A5
1

z2 − 2z + 10
.

3.71 f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü (a+z)α, äëÿ êîòîðîé f(0) = exp(α ln a),
ãäå ln a � ãëàâíîå çíà÷åíèå Ln a.

3.77 f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü Arctg z, äëÿ êîòîðîé f(0) = 0.



ñòð. 2 èç 8

Äîìàøíåå çàäàíèå � 17

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

3.63 Ïîëüçóÿñü âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è 3.54, äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

3)
∞∑

n=0

cos(2n + 1)ϕ

2n + 1
=

1

2
ln

∣∣∣ctg ϕ

2

∣∣∣, ãäå 0 < |ϕ| < π.

4)
∞∑

n=0

sin(2n + 1)ϕ

2n + 1
=

π

4
, ãäå 0 < ϕ < π.

5)
∞∑

n=1

(−1)n+1cos nϕ

n
= ln

(
2 sin

ϕ

2

)
, ãäå 0 < ϕ < 2π.

6)
∞∑

n=1

(−1)n+1 sin nϕ

n
=

ϕ

2
, ãäå −π < ϕ < π.

Ðàçëîæèòü óêàçàííûå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cnz
n è íàéòè ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè:

3.68 sh z. 3.70 ch2 z.

3.73
1

az + b
(b 6= 0). 3.74

z

z2 − 4z + 13
.

3.75
z2

(z + 1)2 .

3.72 f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü
√

z + i, äëÿ êîòîðîé f(0) = 1+i√
2
.

3.76 ln
1 + z

1− z
, ãäå ln � ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà.

3.78 f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü Arsh z, äëÿ êîòîðîé f(0) = 0.



ñòð. 3 èç 8

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

16-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò.

Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿäû Òåéëîðà

Ïîâòîðèì ôîðìóëû äëÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìà.

A1 Â ýòîé çàäà÷å ÷åðåç ln z îáîçíà÷èì ãëàâíîå çíà÷åíèå Ln z. Íàéòè:
1) ln z äëÿ z = r(cos ϕ + i sin ϕ), ãäå r > 0 è −π < ϕ 6 π;
2) Re(ln z) äëÿ z = r(cos ϕ + i sin ϕ), ãäå r > 0 è ϕ ∈ R;
3) Re(ln z) äëÿ z = r(sin ϕ + i cos ϕ), ãäå r > 0 è ϕ ∈ R.
Ðåøåíèå. Ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ln z = ln |z|+ i arg z,

ãäå arg z � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà.
1. Çäåñü |z| = r, arg z = ϕ, ïîýòîìó ln z = ln r + iϕ.
2. Çäåñü ìû ñðàçó íå ìîæåì óêàçàòü ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà

(îíî çàâèñèò îò òîãî, êàêîìó ïðîìåæóòêó ïðèíàäëåæèò ϕ), íî ýòî è íå
òðåáóåòñÿ. Íàéä¼ì |z|:

|z| =
√

(Re z)2 + (Im z)2 =

√
r2 cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ = r.

Îòñþäà Re(ln z) = ln r.
3. Àíàëîãè÷íî, |z| = r, Re(ln z) = ln r.

3.63 Ïîëüçóÿñü âòîðîé òåîðåìîé Àáåëÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è 3.54, äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1)
∞∑

n=1

cos nϕ

n
= − ln

∣∣∣2 sin
ϕ

2

∣∣∣, ãäå 0 < |ϕ| 6 π.

2)
∞∑

n=1

sin nϕ

n
=

π − ϕ

2
, ãäå 0 < ϕ < 2π.

Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî

∞∑
n=1

zn

n
= − ln(1− z), (1)

ãäå ln � ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà. Ðÿäû 1) è 2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ðÿäà (1) ïðè z = eiϕ.



ñòð. 4 èç 8

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ðàâåí 1, ïîýòîìó òåîðåìà Àáåëÿ â íàøåì
ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

n∑
n=1

eniϕ

n
= lim

r→1−0
(− ln(1− reiϕ)).

Íàïîìíèì, ÷òî eiϕ ïðè ϕ 6= 2kπ ïðîáåãàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 1. Ïîýòîìó 1 − reiϕ ïðîáåãàåò îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì 1 ðàäèóñà 1, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè 0. Â ýòèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ln
íåïðåðûâíà, ïîýòîìó

lim
r→1−0

(− ln(1− reiϕ)) = − ln(1− eiϕ).

×òîáû âû÷èñëèòü ýòîò ëîãàðèôì, ðàñïèøåì eiϕ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè äâîéíîãî óãëà:

1− eiϕ = 1− cos ϕ− i sin ϕ = 2 sin
ϕ

2

(
sin

ϕ

2
− i cos

ϕ

2

)
.

Îòñþäà |1− eiϕ| = 2
∣∣sin ϕ

2

∣∣ è
∞∑

n=1

cos nϕ

n
= Re(− ln(1− eiϕ)) = − ln

∣∣∣2 sin
ϕ

2

∣∣∣ .

Ýòî îòâåò ê çàäà÷å 1).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2) íóæíî ïåðåâåñòè 1−eiϕ â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ

ôîðìó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ:

1− eiϕ = 2 sin
ϕ

2

(
cos

ϕ− π

2
+ i sin

ϕ− π

2

)
.

Ïðè ϕ ∈ (0, 2π) ÷èñëî ϕ−π
2 ïðèíàäëåæèò (−π/2, π/2) è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

çíà÷åíèåì àðãóìåíòà 1− eiϕ. Îòñþäà

∞∑
n=1

sin nϕ

n
= Im(− ln(1− eiϕ)) = − arg(1− eiϕ) =

π − ϕ

2
.

Âòîðîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ |1− eiϕ|:

|1− eiϕ| =
√

(1− cos ϕ)2 + sin2 ϕ =
√

2− 2 cos ϕ = 2
∣∣∣sin ϕ

2

∣∣∣ .



ñòð. 5 èç 8

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ arg(1 − eiϕ) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé arg(x + yi) =
arctg y

x , êîòîðàÿ ðàáîòàåò ïðè x > 0:

arg(1− eiϕ) = arctg
− sin ϕ

1− cos ϕ
= − arctg ctg

ϕ

2
= −π − ϕ

2
.

Ðàçëîæèòü óêàçàííûå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 cnz
n è íàéòè ðà-

äèóñ ñõîäèìîñòè:

A2 exp(z).

Ðåøåíèå. Äîêàçàëè íà ëåêöèè: exp(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
.

3.67 ch z.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ch z =
ez + e−z

2
è ãîòîâîå ðàçëîæåíèå äëÿ

ýêñïîíåíòû:

ch z =
∞∑

n=0

zn − (−z)n

2n!
=

∞∑
n=0

anz
n

n!
,

ãäå an = 1 ïðè ÷¼òíîì n è an = 0 ïðè íå÷¼òíîì n. Ïîäñòàâëÿÿ n = 2k,
ïîëó÷èì:

Îòâåò: ch z =
∞∑

k=0

z2k

(2k)!
.

3.69 sin2 z.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ:

sin2 z =

(
eiz − e−iz

2i

)2

=
e2iz + e−2iz − 2

−4
=

1− cos 2z

2
,

à çàòåì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ êîñèíóñà:

cos z =
∞∑

n=0

(−1)nz2n

(2n)!
.

Îòâåò: sin2 z =
∞∑

n=1

(−1)n+1z2n

2 · (2n)!
.

A3
1

z − a
, ãäå a 6= 0.



ñòð. 6 èç 8

Ðåøåíèå. Â çíàìåíàòåëå âûíîñèì çà ñêîáêó ìíîæèòåëü −a:

1

z − a
= −1

a
· 1

1− z
a

,

çàòåì ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè â äðóãóþ ñòîðîíó:

1

z − a
= −1

a
·
∞∑

n=0

zn

an
= −

∞∑
n=0

zn

an+1 .

Íàéä¼ì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:

1

R
= lim

n→∞

1

|a|n+1
n

=
1

|a|
.

Îòñþäà R = |a|. Ê òàêîìó æå îòâåòó ìîæíî áûëî ïðèéòè äðóãèì ñïîñî-

áîì, íåïîñðåäñòâåííî èñõîäÿ èç ôîðìóëû
1

z − a
. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ôóíê-

öèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îòêðûòîì êðóãå ïðè |z| < |a|, ïî-
ýòîìó R > |a|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, à ó íàøåé ôóíêöèè åñòü áåñêîíå÷íûé ðàç-
ðûâ â òî÷êå z = a. Ïîýòîìó R 6 |a|. Âûâîä: R = |a|.

A4
z

z2 − 2z − 15
.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì äàííóþ äðîáü íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

z

(z − 5)(z + 3)
=

1

2
· 1

z − 5
− 1

2
· 1

z − 3
.

Çàòåì èñïîëüçóåì ôîðìóëó èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà:

z

(z − 5)(z + 3)
=

1

2

∞∑
n=0

(
1

3n+1 −
1

5n+1

)
zn.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîñ÷èòàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ëþáîì ñëó÷àå,
ïîëó÷èòñÿ ðàññòîÿíèå îò 0 äî áëèæàéøåãî êîðíÿ çíàìåíàòåëÿ, ò. å. R =
3.

A5
1

z2 − 2z + 10
.

Ðåøåíèå. Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíàìåíà-
òåëü èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè 1+3i è 1− 3i. Èñïîëüçóåì ìåòîä íåîïðå-
äåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

1

z2 − 2z + 10
=

C1

z − (1 + 3i)
+

C2

z − (1− 3i)
.



ñòð. 7 èç 8

Èçáàâëÿåìñÿ îò çíàìåíàòåëÿ:

1 = C1(z − (1− 3i)) + C2(z − (1 + 3i)).

Ïîäñòàâëÿÿ z = 1− 3i, ïîëó÷èì: C2 · (−6i) = 1, îòêóäà C2 = i/6. Àíàëî-
ãè÷íî, C1 = −i/6. Îòñþäà

1

z2 − 2z + 10
= − i

6
· 1

z − (1− 3i)
+

i

6
· 1

z − (1 + 3i)
=

=
i

6

∞∑
n=0

(
1

(1− 3i)n+1 −
1

(1 + 3i)n+1

)
· zn.

R = max(|1− 3i|, |1 + 3i|) = max(
√

10,
√

10) =
√

10.

3.71 f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü (a+z)α, äëÿ êîòîðîé f(0) = exp(α ln a),
ãäå ln a � ãëàâíîå çíà÷åíèå Ln a.
Ðåøåíèå. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 0 ýòó íåïðåðûâíóþ âåòâü ìîæíî îïðå-
äåëèòü ôîðìóëîé

f(z) = exp(α ln(a + z)),

ãäå ln � íåïðåðûâíàÿ âåòâü ëîãàðèôìà, êîòîðàÿ â òî÷êå a ñîâïàäàåò ñ
ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìà. Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè (ìû ýòîãî äåëàòü
íå áóäåì), ÷òî ïðè n > 1

f (n)(z) = α(α− 1)(α− 2) · (α− n + 1) · exp((α− n) ln(a + z))

è

f (n)(0) = α(α− 1) · (α− n + 1) · exp(α ln a)

an
.

Ïîýòîìó ðÿä Òåéëîðà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
=

= exp(α(ln a)) + exp(α ln a)
∞∑

n=1

α(α− 1) · (α− n + 1)

n!
· zn

an
.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè óäîáíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà:

|cn+1|
|cn|

=
|α− n|

(n + 1)|a|
→ 1

|a|
.

Îòñþäà R = |a|.
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3.77 f(z) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü Arctg z, äëÿ êîòîðîé f(0) = 0.
Ðåøåíèå. Âñïîìèíàåì ôîðìóëó äëÿ Arctg z:

Arctg z =
i

2
Ln

i + z

i− z
.

Â òî÷êå z = 0 íóæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå 0. Çíà÷èò, â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè

f(z) =
i

2
ln

i + z

i− z
,

ãäå ln � ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà.

f ′(z) =
i

2
· i− z

i + z
· (i− z) + (i + z)

(i− z)2 = − 1

(i + z)(i− z)
=

1

1 + z2 .

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íàøåé íåïðåðûâíîé âåòâè Arctg ðàâíà
1

1 + z2 , êàê è â äåéñòâèòåëüíîì àíàëèçå. Äëÿ ôóíêöèè
1

1 + z2 ðàçëîæåíèå
î÷åíü ïðîñòîå:

1

1 + z2 =
∞∑

n=0

(−1)nz2n.

×òîáû ïîëó÷èòü îòñþäà ðàçëîæåíèå f(z), íóæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðî-
âàòü:

f(z) =
∞∑

n=0

(−1)nz2n+1

2n + 1
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R = 1.


