
ñòð. 1 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

18-å çàíÿòèå. ÈÎÒÎÕ. Âû÷åòû

Ãîâîðÿò, ÷òî z0 åñòü êîðåíü êðàòíîñòè k àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f , åñëè
f (n)(z0) = 0 ïðè n < k è f (k)(z0) 6= 0.

Îïðåäåëèòü êðàòíîñòü êîðíÿ z0 ôóíêöèè f :

A1 f(z) = sin z, z0 = π. A2 f(z) = cos z − 1, z0 = 0.

A3 f(z) = exp z, z0 = 3.

Íàéòè îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé, âûÿñíèòü èõ õàðàêòåð è èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

4.23
1

z − z3 . 4.25
z5

(1− z)2 . A4 e1/z.

A5
1

z
− 1

sin z
. 4.29 ze−z.

Âû÷èñëåíèå âû÷åòîâ

Åñëè a � ïðîñòîé ïîëþñ f , òî res
a
f = lim

z→a
(z − a)f(z).

Åñëè a � ïîëþñ f ïîðÿäêà n, òî

res
a
f =

1

(n− 1)!
lim
z→a

((z − a)nf(z))(n−1).

Íàéòè âû÷åòû óêàçàííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî âñåõ èçîëèðîâàííûõ
îñîáûõ òî÷åê è îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè, åñëè îíà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ îñîáûõ òî÷åê.

4.79
1

z3 − z5 . 4.85
ez

z2(z2 + 9)
.

Åñëè ϕ(a) 6= 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0, òî

res
a

ϕ

ψ
=
ϕ(a)

ψ′(a)
. (∗)

4.86 tg z.

Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ ïðèä¼òñÿ ðàñêëàäûâàòü
ôóíêöèè â ðÿäû.

4.90 1) cos
1

z − 2
. 2) z3 cos

1

z − 2
.

4.91 ez+1/z.



ñòð. 2 èç 7

Äîìàøíåå çàäàíèå � 18

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

Ïî ëåêöèÿì è ó÷åáíèêàì ïîâòîðèòü îïðåäåëåíèå êðàòíîñòè êîðíÿ è êëàñ-
ñèôèêàöèþ ÈÎÒÎÕ!

Íàéòè êðàòíîñòü êîðíÿ z0 çàäàííîé ôóíêöèè:

A1 z3 − 2z2 + z, z0 = 1. A2 ez − 1− z, z0 = 0.

A3 tg z − sin z, z0 = 0. A4 exp(z)− 1, z0 = 2kπ (k ∈ Z).
Íàéòè îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé, âûÿñíèòü èõ õàðàêòåð è èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè:

4.24 (566)
z4

1 + z4 . 4.26 (568)
1

z(z2 + 4)2 .

4.28 (570)
z2 + 1

ez
. 4.30 (572)

1

ez − 1
− 1

z
.

T1 Äîêàçàòü ôîðìóëó (*) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â ïðîñòîì ïîëþñå.

T2 Ïóñòü f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ãäå ôóíêöèè ϕ è ψ àíàëèòè÷íû â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ïðè÷¼ì z0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè m ôóíêöèè
ϕ è êîðíåì êðàòíîñòè n ôóíêöèè ψ. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè m > n òî÷êà z0
áóäåò êîðíåì êðàòíîñòè m − n ôóíêöèè f , à ïðè m < n òî÷êà z0 áóäåò
ïîëþñîì êðàòíîñòè n−m ôóíêöèè f .

Íàéòè âû÷åòû óêàçàííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî âñåõ èçîëèðîâàííûõ
îñîáûõ òî÷åê è îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè, åñëè îíà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ îñîáûõ òî÷åê.

4.81 (623)
z2n

(1 + z)n
, ãäå n ∈ N. 4.82 (624)

1

z(1− z2)
.

4.83 (625)
z2 + z − 1

z2(z − 1)
.

4.84 (626)
sin 2z

(z + 1)3 .

4.87 (629)
1

sin z
.

4.92 (634) sin z · sin 1

z
.

4.93 (635) sin
z

z + 1
. Ïîäñêàçêà: sin(α+ β).



ñòð. 3 èç 7

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

18-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò. Âû÷åòû

Êðàòíîñòü êîðíÿ

Ãîâîðÿò, ÷òî z0 åñòü êîðåíü êðàòíîñòè k àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f , åñëè
f (n)(z0) = 0 ïðè n < k è f (k)(z0) 6= 0.

Îïðåäåëèòü êðàòíîñòü êîðíÿ z0 ôóíêöèè f :

A1 f(z) = sin z, z0 = π.
Ðåøåíèå. f(π) = 0. f ′(z) = cos z. f ′(π) = −1 6= 0.
Îòâåò: Ýòî ïðîñòîé êîðåíü (êîðåíü êðàòíîñòè 1).

A2 f(z) = cos z − 1, z0 = 0.
Ðåøåíèå. f(0) = 0, f ′(z) = − sin z, f ′(0) = 0, f ′′(z) = − cos z, f ′′(0) =
−1 6= 0.
Îòâåò: Êîðåíü êðàòíîñòè 2.

A3 f(z) = exp(z), z0 = 3.
Ðåøåíèå. f(3) 6= 0. Òî÷êà 3 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ôóíêöèè exp(z). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ýòî êîðåíü êðàòíîñòè 0.

Õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê

Íàéòè îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé, âûÿñíèòü èõ õàðàêòåð è èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

4.23
1

z − z3 .

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè: f(z) =
1

z(1− z)(1 + z)
.

Îñîáûå òî÷êè: 0, 1, −1, ∞.
Â òî÷êàõ 0, 1, −1 ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê ∞. Çíà÷èò, ýòî ïîëþñû. Ïî-

ñêîëüêó ÷èñëèòåëü â ýòèõ òî÷êàõ íå ðàâåí 0, à äëÿ çíàìåíàòåëÿ ýòî êîðíè
êðàòíîñòè 1, òî äëÿ ôóíêöèè f ýòî ïîëþñû ïîðÿäêà 1.

f(∞) = 0, ïîýòîìó ∞ åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

4.25
z5

(1− z)2 .

Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 1, ∞.
1 � ïîëþñ ïîðÿäêà 2.
f(∞) = ∞. Çíà÷èò, ∞ � ïîëþñ ôóíêöèè f .

A4 e1/z.



ñòð. 4 èç 7

Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 0, ∞.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíòû:

e1/z =
∞∑

n=0

z−n

n!
.

Ýòà ôîðìóëà ðàáîòàåò ïðè ëþáîì z 6= 0. Ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå Ëîðàíà
äëÿ ôóíêöèè e1/z â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0. Ýòî ðàçëîæåíèå
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè.
Ïîýòîìó 0 � ñóùåñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

f(∞) = 0, ïîýòîìó ∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

A5
1

z
− 1

sin z
.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

f(z) =
sin z − z

z · sin z
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òî÷êè âèäà z = kπ, ãäå k ∈ Z\{0} � ïîëþñû ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå â òî÷êå z = 0. Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü:

sin z − z = −z
3

3!
+
z5

5!
− . . .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî 0 � êîðåíü ÷èñëèòåëÿ êðàòíîñòè 3. Äëÿ çíàìåíàòåëÿ
òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2. Çíà÷èò, äëÿ ôóíêöèè f òî÷êà 0
áóäåò óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé è êîðíåì êðàòíîñòè 1

Íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ ïðåäåëà íå èìååò. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn = π

2 + 2kπ è zn = −π
2 +

2kπ. Ïîýòîìó ∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé.

4.29 ze−z.
Ðåøåíèå. Ýêñïîíåíòà íå îáðàùàåòñÿ â 0, ïîýòîìó êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷åê
íåò. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. f(n) → 0. f(−n) → −∞.
Çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.∞ � ñóùåñòâåííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .

Âû÷èñëåíèå âû÷åòîâ

Íàéòè âû÷åòû óêàçàííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî âñåõ èçîëèðîâàííûõ
îñîáûõ òî÷åê è îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè, åñëè îíà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ îñîáûõ òî÷åê.



ñòð. 5 èç 7

4.79
1

z3 − z5 .

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâëÿåì ôóíêöèþ â âèäå

f(z) =
1

z3(1− z)(1 + z)

è âèäèì, ÷òî èìååòñÿ 4 îñîáûå òî÷êè: 0, 1, −1, ∞.
z = 0 � ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Óìíîæàåì íà z3:

F (z) := z3f(z) =
1

(1− z)(1 + z)
=

1/2

1− z
+

1/2

1 + z
,

íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

F ′(z) =
1/2

(1− z)2 −
1/2

(1 + z)2 , F ′′(z) =
1

(1− z)3 +
1

(1 + z)3

è å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå 0: F ′′(0) = 2. Îòñþäà

res
0
f =

1

2!
F ′′(0) = 1.

Ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî áûëî ïðèéòè ïðîùå, ðàñêëàäûâàÿ ôóíê-
öèþ â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0:

f(z) =
1

z3 ·
1

1− z2 =
1 + z2 + z4 + z6 + . . .

z3 =
1

z
+ z + z3 + . . . .

Êîýôôèöèåíò ïðè z−1 � ýòî è åñòü âû÷åò.
z = 1 � ïðîñòîé ïîëþñ.

F (z) := (z − 1)f(z) = − 1

z3(1 + z)
, res

1
f = F (1) = −1

2
.

z = −1 � ïðîñòîé ïîëþñ.

F (z) := (z + 1)f(z) =
1

z3(1− z)
, res

−1
f = F (−1) = −1

2
.

z = ∞ Ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷åê. Ïî-
ýòîìó âû÷åò â ∞ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

res
∞
f = −(res

0
f + res

1
f + res

−1
f) = 0.



ñòð. 6 èç 7

4.85
ez

z2(z2 + 9)
.

Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 0, 3i,−3i,∞.
z = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà.

F (z) :=
ez

z2 + 9
, F ′(z) =

ez(z2 − 2z + 9)

(z2 + 9)2 , res
0
f = F ′(0) =

1

9
.

z = 3i � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

F (z) :=
ez

z2(z + 3i)
, res

3i
f = F (3i) =

i

54
e3i =

1

54
(− sin 3 + i cos 3).

z = −3i � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

F (z) :=
ez

z2(z − 3i)
, res

−3i
f = F (−3i) = − i

54
e−3i =

1

54
(− sin 3− i cos 3).

z = ∞ res
∞
f =

1

27
sin 3− 1

9
.

Åñëè ϕ(a) 6= 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0, òî

res
a

ϕ

ψ
=
ϕ(a)

ψ′(a)
. (∗)

4.86 tg z.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî cos èìååò ïðîñòûå êîðíè â òî÷êàõ zk =
π

2
+ kπ.

Â ýòèõ òî÷êà sin íå îáðàùàåòñÿ â 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ tg ýòî ïðîñòûå
êîðíè.

res
π
2 +kπ

tg z =
sin(zk)

− sin(zk)
= −1.

Â ýòîì ïðèìåðå òî÷êà ∞ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ìíîæåñòâà
êîíå÷íûõ ïîëþñîâ ôóíêöèè f , ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé
òî÷êîé ôóíêöèè f . Çíà÷èò, î âû÷åòå â ∞ ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ.

Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ ïðèä¼òñÿ ðàñêëàäûâàòü
ôóíêöèè â ðÿäû.

4.90, 1) cos
1

z − 2
.

Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 2,∞.
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z = 2 Â ðàçëîæåíèå cos t ïî ñòåïåíÿì t ïîäñòàâèì t =
1

z − 2
:

cos
1

z − 2
= 1− 1

2
· 1

(z − 2)2 +
1

24
· 1

(z − 2)4 + . . .

Âèäèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè (z−2)−1 ðàâåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, res
2
f = 0

è res
∞
f = 0.

4.90, 2) z3 cos
1

z − 2
.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì z3 ïî ñòåïåíÿì (z − 2):

z3 = ((z − 2) + 2)3 = (z − 2)3 + 6(z − 2)2 + 12(z − 2) + 8,

óìíîæèì ýòî âûðàæåíèå íà ðàçëîæåíèå cos
1

z − 2
:

z3 cos
1

z − 2
=

(
(z − 2)3 + 6(z − 2)2 + 12(z − 2) + 8

)
·

·
(

1− 1

2
· 1

(z − 2)2 +
1

24
· 1

(z − 2)4 + . . .

)
.

Íàõîäèì êîýôôèöèåíò ïðè (z − 2)−1: res
2
f = −6 +

1

24
= −143

24
. Îòñþäà

res
∞
f =

143

24
.

4.91 ez+1/z.
Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 0,∞. Ïåðåìíîæèì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé exp(z)
è exp(1/z):

f(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
·

∞∑
k=0

z−k

k!
.

Ñòåïåíü z−1 ïîëó÷àåòñÿ ïðè óìíîæåíèè ñëàãàåìûõ ñ èíäåêñàìè n è k,

êîãäà k = n+ 1. Çíà÷èò, res
0
f =

∞∑
n=0

1

n! · (n+ 1)!
. Âû÷åò â ∞ îòëè÷àåòñÿ

çíàêîì.


