
ñòð. 1 èç 6

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

19-å çàíÿòèå. Âû÷åòû.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

Íàéòè âû÷åòû ôóíêöèè â îñîáûõ òî÷êàõ:

4.91 ez+1/z. A1 sin
z + 4

z − 1
. Ïîäñêàçêà: sin(α+ β).

Òåîðåìà î âû÷åòàõ: ∫
γ

f(z) dz = 2πi
∑
a∈A

res
a
f,

ãäå A � ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè γ (ýòî ìíîæåñòâî
äîëæíî áûòü êîíå÷íûì).

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

A2

∫
C

ez

z2(z2 + 9)
dz, ãäå C : |z| = 1.

A3

∫
C

z dz

sin z
, ãäå C :

∣∣z − 3π
2

∣∣ = 2π.

A4

∫
|z|=3|

(z − 4)(z4 + 2)
dz.

4.115

∫
C

dz

z4 + 1
, ãäå C : x2 + y2 = 2x.

A5
1

2πi

∫
C

z cos2 1

z
dz, ãäå C : |z| = 1.

4.122
1

2πi

∫
C

zne2/z dz, ãäå n ∈ Z, C : |z| = r.

A6

∫
|z|=4

(1 + z + z2)
(
e1/(z+2) + e1/(z+5)

)
dz.

A7

∫
|z|=1

z dz

(ez − 1) tg z
.



ñòð. 2 èç 6

Äîìàøíåå çàäàíèå � 19

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

Íàéòè âû÷åòû ôóíêöèè â îñîáûõ òî÷êàõ:

4.93 (635) sin
z

z + 1
. Ïîäñêàçêà: sin(α+ β).

4.94 cos
z2 + 4z − 1

z + 3
.

4.96 zn sin
1

z
(n ∈ Z).

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

4.116

∫
C

z dz

(z − 1)(z − 2)2 , ãäå C : |z − 2| = 1
2 .

A1

∫
C

z dz

cos z
, ãäå C : |z + π| = 2π.

4.117

∫
dz

(z − 3)(z5 − 1)
, ãäå C : |z| = 2.

4.118

∫
z3 dz

2z4 + 1
, ãäå C : |z| = 1.

4.119

∫
C

ez

z2(z2 − 9)
dz ãäå C : |z| = 1.

4.120
1

2πi

∫
C

sin
1

z
dz, ãäå C : |z| = r.

4.121
1

2πi

∫
C

sin2 1

z
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = r.

4.123

∫
|z|=3

(1 + z + z2)
(
e1/z + e1/(z−1) + e1/(z−2)

)
dz.

4.124

∫
|z|=5

z dz

sin z(1− cos z)
.



ñòð. 3 èç 6

Ìàòåì. àíàëèç, ïðèêë. ìàòåì., 4-é ñåìåñòð

19-å çàíÿòèå. Êîíñïåêò. Âû÷åòû.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

Íàéòè âû÷åòû ôóíêöèè â îñîáûõ òî÷êàõ:

4.91 ez+1/z.
Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 0,∞. Íàéä¼ì òîëüêî âû÷åò â òî÷êå 0 (âû÷åò â
∞ ïðîòèâîïîëîæåí).

exp(z + 1/z) = exp(z) · exp(1/z) =
∞∑

n=0

zn

n!
·

∞∑
k=0

z−k

k!
.

Âèäíî, ÷òî z−1 ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåìíîæåíèè ñëàãàåìûõ âèäà
zn

n!
è
z−k

k!
,

êîãäà k = n+ 1.

Îòâåò: res
0
f =

∞∑
n=0

1

n! · (n+ 1)!
.

A1 sin
z + 4

z − 1
. Ïîäñêàçêà: sin(α+ β).

Ðåøåíèå. Îñîáûå òî÷êè: 1,∞. Íàéä¼ì òîëüêî âû÷åò â òî÷êå 1. Âûäåëèì
öåëóþ ÷àñòü äðîáè è ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñèíóñà ñóììû:

f(z) = sin

(
1 +

5

z − 1

)
= sin 1 · cos

5

z − 1
+ cos 1 · sin 5

z − 1
=

= sin 1 ·
∞∑

n=0

(−1)n52n

(2n)!(z − 1)2n
+ cos 1 ·

∞∑
n=0

(−1)n+152n+1

(2n+ 1)!(z − 1)2n+1 .

Îòìåòèì, ÷òî âû÷åò îáëàäàåò ëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè: âû÷åò ñóììû
ôóíêöèé ðàâåí ñóììå âû÷åòîâ, ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèè íà ÷èñëî âû÷åò
óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî.

Âû÷åò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðàâåí 0, òàê êàê ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ÷¼ò-
íûå ñòåïåíè (z − 1). Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñòåïåíü −1 ïîëó÷àåòñÿ ïðè
n = 0. Ïîýòîìó

res
0
f = cos 1 · −5

1
= −5 cos 1.

Òåîðåìà î âû÷åòàõ: ∫
γ

f(z) dz = 2πi
∑
a∈A

res
a
f,



ñòð. 4 èç 6

ãäå A � ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè γ (ýòî ìíîæåñòâî
äîëæíî áûòü êîíå÷íûì).

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:

A2

∫
C

ez

z2(z2 + 9)
dz, ãäå C : |z| = 1.

Ðåøåíèå. Âíóòðü êîíòóðà ïîïàëà îñîáàÿ òî÷êà z = 0. Ïî îñíîâíîé òåî-
ðåìå, I = 2πi · res

0
f . Íàõîäèì ýòîò âû÷åò, ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = 0 � ïîëþñ

âòîðîãî ïîðÿäêà.

F (z) =
ez

z2 + 9
, F ′(z) =

ez(z2 − 2z + 9)

(z2 + 9)2 , res
0
f =

1

9
.

A3

∫
C

z dz

sin z
, ãäå C :

∣∣z − 3π
2

∣∣ = 2π.

Ðåøåíèå. Âíóòðü êîíòóðà ïîïàëè îñîáûå òî÷êè 0, π, 2π, 3π. Íî òî÷êà
z = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, â íåé âû÷åò ðàâåí 0.

Òî÷êè π, 2π, 3π ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû-
÷åòîâ â ýòèõ òî÷êàõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

res
a

ϕ

ψ
=
ϕ(a)

ψ′(a)
,

êîòîðàÿ ðàáîòàåò, êîãäà ϕ(a) 6= 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0. Ïî ýòîé ôîðìóëå,

res
π
f =

π

cos π
= −π, res

2π
f =

2π

cos 2π
= 2π, res

3π
f =

3π

cos 3π
= −3π.

Îòñþäà I = 2πi · (−2π) = −4π2i.

A4

∫
|z|=3

(z − 4)(z4 + 2)
dz.

Ðåøåíèå. Âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàåò ÷åòûðå îñîáûõ òî÷êè � êîðíè ÷åò-
â¼ðòîé ñòåïåíè èç −2. Íî ïðîùå ïîñ÷èòàòü âû÷åòû â äâóõ äðóãèõ îñîáûõ
òî÷êàõ (4 è ∞), à çàòåì èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ñóììà âñåõ âû÷åòîâ
ðàâíà 0.

z = 4. F (z) =
1

z4 + 2
, res

4
f = F (4) =

1

258
.



ñòð. 5 èç 6

z = ∞.

f(z) =
1

z5
(
1− 4

z

) (
1 + 2

z4

) =

=
1

z5

(
1 +

4

z
+

16

z2 + . . .+

) (
1− 2

z4 +
4

z8 + . . .

)
.

Ñëàãàåìîå ñ z−1 îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó res
∞
f = 0.

Îòâåò: −2πi

258
.

4.115

∫
C

dz

z4 + 1
, ãäå C : x2 + y2 = 2x.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè:

z4 + 1 = (z2 + i)(z2 − i) = (z − e−iπ/4)(z + e−iπ/4)(z − eiπ/4)(z + eiπ/4).

Âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàþò òî÷êè eiπ/4 è e−iπ/4. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
ïîëþñàìè.

z = eiπ/4. F (z) =
1

(z + eiπ/4)(z2 + i)
,

res
eiπ/4

f =
1

2eiπ/4 · 2i
= − i

4
e−iπ/4 =

√
2

8
(−1− i).

z = e−iπ/4. F (z) =
1

(z + e−iπ/4)(z2 − i)
,

res
e−iπ/4

f =
1

2e−iπ/4 · (−2i)
=
i

4
eiπ/4 =

√
2

8
(−1 + i).

Îòñþäà I = 2πi · (−
√

2/4) = −π
√

2

2
.

A5
1

2πi

∫
C

z cos2 1

z
dz, ãäå C : |z| = 1.

Ðåøåíèå. Âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàåò òîëüêî îñîáàÿ òî÷êà z = 0, ïîýòîìó
I = 2πi res

0
f . Èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì 1/z:

f(z) = z

(
1− z−2

2
+
z−4

24
+ . . .

) (
1− z−2

2
+
z−4

24
+ . . .

)
=

= z

(
1− z−2 +

z−4

3
+ . . .

)
= z − 1

z
+

1

3z3 + . . .



ñòð. 6 èç 6

Îòñþäà res
0
f = −1 è I = −2πi.

4.122
1

2πi

∫
C

zne2/z dz, ãäå n ∈ Z, C : |z| = r.

Ðåøåíèå. Âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàåò îñîáàÿ òî÷êà z = 0. Çàïèñûâàåì
ðàçëîæåíèå â ýòîé òî÷êå:

f(z) = zn
∞∑

k=0

2k

k! · zk
.

Íóæíî íàéòè êîýôôèöèåíò ïåðåä z−1. Åñëè n < −1, òî ñëàãàåìûõ ñî
ñòåïåíüþ −1 íå áóäåò, ò. å. âû÷åò ðàâåí 0. Åñëè æå n > −1, òî íóæíîå
ñëàãàåìîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè k = n+ 1, ïîýòîìó

I = res
0
f =

2n+1

(n+ 1)!
.

A6

∫
|z|=4

(1 + z + z2)
(
e1/(z+2) + e1/(z+5)

)
dz.

Ðåøåíèå. Âíóòðü êîíòóðà ïîïàäàåò òîëüêî îñîáàÿ òî÷êà z = −2. Çàìå-
òèì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ

(1 + z + z2)e1/(z+5)

îñîáåííîñòåé íå èìååò, ïîýòîìó å¼ âû÷åò ðàâåí 0. Ðàñêëàäûâàåì â òî÷êå
−2 äðóãîå ñëàãàåìîå (äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñõåìó Ãîðíåðà):

(1 + z + z2)e1/(z+2) = ((z + 2)2 − 3(z + 2) + 3)·

·
(

1 +
1

z + 2
+

1

2(z + 2)2 +
1

6(z + 2)3 + . . .

)
Íàõîäèì êîýôôèöèåíò ïðè (z + 2)−1:

res
−2
f = 3− 3

2
+

1

6
=

5

3
.

Îòñþäà I =
10πi

3
.

A7

∫
|z|=1

z dz

(ez − 1) tg z
.


