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Î êîðíÿõ, ïîëþñàõ è âû÷åòàõ

Îñíîâíûå òåîðåìû î ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèÿõ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòèD, åñëè îíà íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî êîìïëåêñíîìó ïåðåìåííîìó â ýòîé îáëàñòè.
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D, îáîçíà÷àþò ÷åðåç
H(D).

Òåîðåìà 1 (î ãîëîìîðôíîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà).
Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R, R > 0. Òîãäà åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ ãîëî-

ìîðôíîé ôóíêöèåé â êðóãå {z ∈ C : |z − z0| < R}.

Òåîðåìà 2 (î ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà).
Ïóñòü D � îáëàñòü â C, f ∈ H(D), z0 ∈ D, r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

z0 äî ãðàíèöû îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ âñåõ z èç êðóãà {z ∈ C : |z−z0| < r}
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, (1)

ãäå cn =
f (n)(z0)

n!
. Â ÷àñòíîñòè, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) íå ìåíüøå,

÷åì r.

Òåîðåìà 3 (î ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà).
Ïóñòü D � îáëàñòü â C, z0 ∈ D, f ∈ H(D \ {z0}), r � ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè z0 äî ãðàíèöû îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ âñåõ z èç êîëüöà {z ∈ C : 0 <
|z − z0| < r} âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n, (2)

ãäå êîýôôèöèåíòû cn ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê ñëåäóþùèå èíòåãðàëû

ïî îêðóæíîñòè |z − z0| = ρ, ãäå 0 < ρ < r:

cn =
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f(z) dz

(z − z0)n+1 .
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Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (èëè íóë¼ì) ôóíêöèè f , åñëè
f(z) = 0.

Òåîðåìà 4 (åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé).
Ïóñòü D � îáëàñòü â C, f ∈ H(D), è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zn â D, ñîñòîÿùàÿ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ôóíêöèè f , êîòîðàÿ
ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîé òî÷êå a, ïðèíàäëåæàùåé D. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) =
0 äëÿ ëþáîãî z ∈ D.

Î êðàòíîñòè êîðíÿ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, f � ôóíêöèÿ,
îïðåäåë¼ííàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D, ñîäåðæàùåé òî÷-
êó z0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(a) f ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé êîíñòàíòîé â îáëàñòè D;

(b) f (n)(z0) = 0 äëÿ ëþáîãî n èç {0, 1, 2, . . .}.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) =⇒ (b). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî
åñëè ôóíêöèÿ íóëåâàÿ, òî è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå íóëåâûå.

(b) =⇒ (a). Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ â íåêî-
òîðîì êðóãå ñ öåíòðîì â òî÷êå z0. Î÷åâèäíî, â êðóãå ìîæíî âûáðàòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ñõîäÿùóþñÿ ê êàêîé-íèáóäü
òî÷êå êðóãà (íàïðèìåð, ê öåíòðó). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè,
ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ âî âñåé îáëàñòè D.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü k ∈ {0, 1, 2, . . .}. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

(a) f (n)(z0) = 0 äëÿ ëþáîãî n < k è f (k)(z0) 6= 0;
(b) ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f â òî÷êå z0 èìååò âèä

f(z) = ck(z − z0)
k + ck+1(z − z0)

k+1 + . . . , (3)

ãäå ck 6= 0;
( c ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g, àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D, ÷òî

f(z) = (z − z0)
kg(z) è g(z0) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (a) è (b) ñðàçó ñëåäóåò èç òå-
îðåìû 2.

(b) =⇒ (c). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(z) ôîðìóëîé

g(z) =

{
f(z)

(z−z0)k , z ∈ D \ {z0};
ck, z = z0
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Î÷åâèäíî, g ãîëîìîðôíà â D \ {z0}. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îíà ãîëî-
ìîðôíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Ïðè 0 < |z − z0| < r èìååò ìåñòî ðàçëî-
æåíèå â ðÿä:

g(z) = ck + ck+1(z − z0) + ck+2(z − z0)
2 + . . . . (4)

Ýòà ôîðìóëà îñòà¼òñÿ âåðíîé è ïðè z = z0, òàê êàê g(z0) = ck. Ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè ðÿäà (4) òàêîé æå, êàê è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (3). Îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç R. Â äàííûé ìîìåíò âàæíî, ÷òî R > 0. Ïî òåîðåìå 1, ñóì-
ìà ðÿäà (4) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â êðóãå {z : |z − z0| < R}.
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ g ãîëîìîðôíà â ýòîì êðóãå.

(c) =⇒ (b). Ðàñêëàäûâàåì ôóíêöèþ g â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå z0 è
óìíîæàåì ýòî ðàçëîæåíèå íà (z − z0)

k.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ôóíêöèè f ,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.

Î ïîðÿäêå ïîëþñà

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, D � îáëàñòü,
ñîäåðæàùàÿ òî÷êó z0, f � ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â
D \ {z0}.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà k ôóíêöèè
f , åñëè å¼ ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååò âèä

f(z) =
c−k

(z − z0)k
+ . . .+

c−1

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)

2 + . . . , (5)

ãäå c−k 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(a) z0 åñòü ïîëþñ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f ;
(b) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g, àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D, ÷òî

f(z) =
g(z)

(z − z0)k
ïðè z 6= z0 è g(z0) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a)=⇒ (b). Ïóñòü (5) � ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f â òî÷êå
z0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g ôîðìóëîé

g(z) =

{
(z − z0)

kf(z), z ∈ D \ {z0};
c−k, z = z0.
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Òîãäà g ãîëîìîðôíà â D \ {z0} êàê ïðîèçâåäåíèå ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé. Äîêàæåì ãîëîìîðôíîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Èç ôîðìóëû (5)
è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî

g(z) = c−k + c−k+1(z − z0) + c−k+2(z − z0)
2 + . . . .

Ýòîò ðÿä èìååò ïîëîæèòåëüíûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè (òàêîé æå, êàê è ðÿä
5). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1, g ãîëîìîðôíà âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè.

(b) =⇒ (a). Ðàññìàòðèâàåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè g ðÿä Òåéëîðà è äå-
ëèì åãî íà (z−z0)

k. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
îïðåäåëåíèÿ 2.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ϕ è ψ � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè

D, f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
. Äàëåå, ïóñòü òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè m

ôóíêöèè ϕ è êîðíåì êðàòíîñòè n ôóíêöèè ψ.

1. Åñëè m > n, òî z0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè

f . Ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèÿ f ñòàíîâèòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé â D, à z0 áóäåò å¼ êîðíåì êðàòíîñòè m− n.
2. Åñëè n > m, òî z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà n−m ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 3 è 2.

Âû÷èñëåíèå âû÷åòà â ïîëþñå

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z0 � íåêîòîðîå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî, D � îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó z0, f � ôóíêöèÿ, îïðå-
äåë¼ííàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â D \ {z0}.

Íàïîìíèì, ÷òî âû÷åòîì ôóíêöèè f â òî÷êå z0 íàçûâàþò êîýôôèöè-
åíò ïðè (z − z0)

−1 â ðÿäå Ëîðàíà ôóíêöèè f â òî÷êå z0. Â îáîçíà÷åíèÿõ
ôîðìóëû (2), res

z0
f = c−1.

Íàøà öåëü � âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîëþñ ïðîñòîé, ò. å. êîãäà êðàòíîñòü
ïîëþñà ðàâíà 1.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü z0 � ïðîñòîé ïîëþñ ôóíêöèè f , F � òàêàÿ

ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî f(z) =
F (z)

z − z0
. Òîãäà

res
z0
f = F (z0).

Äðóãèìè ñëîâàìè,

res
z0
f = lim

z→z0
(z − z0)f(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè F ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3
ïðè k = 1. Ïóñòü f èìååò ðàçëîæåíèå

f(z) =
c−1

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)

2 + . . .

Òîãäà

F (z) = c−1 + c0(z − z0) + c1(z − z0)
2 + c2(z − z0)

3 + . . .

Îòñþäà F (z0) = c−1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Â ñëó÷àå ïðîñòîãî ïîëþñà ôóíêöèÿ ÷àñòî áûâàåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå
äðîáè, â êîòîðîé çíàìåíàòåëü èìååò ïðîñòîé êîðåíü.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, ãäå ϕ, ψ ∈ H(D), ϕ(z0) 6= 0,

ψ(z0) = 0, ψ′(z0) 6= 0. Òîãäà

res
z0
f =

ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. lim
z→z0

(z − z0) ·
ϕ(z)

ψ(z)
= lim

z→z0

ϕ(z)
ψ(z)−ψ(z0)

z−z0

=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû íåïðåðûâíîñòü ϕ, óñëîâèå ψ(z0) = 0 è îïðåäåëåíèå
ïðîèçâîäíîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé (ïîëþñ êðàòíîñòè k).
Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà k ôóíêöèè f , è F � òàêàÿ

ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî f(z) =
F (z)

(z − z0)k
. Òîãäà

res
z0
f =

1

(k − 1)!
F (k−1)(z0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f èìååò ðàçëîæåíèå

f(z) =
c−k

(z − z0)k
+ . . .+

c−1

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + . . .

Òîãäà
F (z) = c−k + . . .+ c−1(z − z0)

k−1 + c0(z − z0)
k + . . .

×òîáû óíè÷òîæèòü ñëàãàåìûå ñëåâà îò c−1, äèôôåðåíöèðóåì k − 1 ðàç:

F (k−1)(z) = (k − 1)!c−1 + k(k − 1) · . . . · 2c0(z − z0) + . . .

×òîáû èñ÷åçëè ñëàãàåìûå ñïðàâà îò c−1, ïîäñòàâëÿåì z = z0 è ïîëó÷àåì
íóæíûé ðåçóëüòàò.


